


科學文化的提昇, 不是一蹴可及, 必須付出很大的心力, 歷經很多年代, 才能看出一些端倪;

不是製造幾顆核彈, 發表幾篇論文或者得到某些大獎就代表某個國家如何先進。 有二個因素是

十分重要的, 其一是按步就班全心投入; 其二是針對當時的需要, 集思廣益, 努力解決。

台灣這些年來各方面的進步是有目共睹, 就因為如此有很多人產生了更高期望, 恨不能明

天一早, 我們就躋身列強之林, 國民所得超過日本, 科學技術趕上英美, 文學藝術不輸德法蘇俄。

如果我們平心靜氣探討這些國家是如何達到今日的局面, 我們不難看出, 『羅馬不是一天造成

的』, 羅馬也不是天才的結晶, 雖然你我都不是天縱奇才, 但我們卻不應該放棄對國家社會的一

分關愛和努力, 這就是我寫這本書的動機。

在成大數學系教了十多年的機率論, 用過一些英文教本, 有的很深, 有的容易, 但嚴格說來,

都不可一成不變的教下去, 理由有二, 其一我們的大學生所學的高中數學和大一微積分與美國

大學生並不一致; 其二是機率論經過二百多年的演進有不少新東西, 這些新觀念不是一般理工

大學生所能領必須有更進一步的工具才能登堂入室享受這些智識。 職是之故, 機率論的教學就

必須針對以上條件去搜集資料而編成教材; 十多年來, 本人的講義就在此一構想之下, 每年增增

改改, 四年前又接下應數所的 『高等機率論』 課程, 因此深深体認, 大學機率論必須提昇到更高

境界, 否則訓練出來的學生將難以勝任研究所的課程。

如今, 講義大致已經定型, 乃決心付印, 本書主要特點如下 :

一、 以公設化方法界定機率空間, 這是機率的基礎, 然後和古典機率銜接起來, 一方面可以避

免要的詭論, 另一方面也不會過分空泛不著邊際;

二、 以抽象積分方式界定期望值, 一般初等機率論書籍, 多半利用密度函數來界定期望值, 但

因許多分配並無密度函數, 這種定義方法無異畫地自限。 我們在第五章中採用以抽象積分

方法界定期望值, 此一方法包含了傳統的定義, 也可適應進一步的研究和發展;

三、 介紹特徵函數, Laplace 變換和 Fourier 變換在分析學中極具重要性, 應用于機率論更

屬不可或缺, 但以前者所得之動差生成函數, 往往有存在性問題, 而以後者所得之特徵函

數, 在第六章中我們可以確認它並沒有不存在的道理, 因此, 其重要性遠非動差生成函數

可以比擬;

四、 跟隨機率發展史, 介紹收斂理論, 許多學過機率的人對於中央極限定理和大數定律, 往往

不能領略其意義和重要性, 本書特別由歷史的角度探討這兩個主題以使讀者有全盤的認

識。
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本書主要的對象為大學理工管理學院之學生, 緊接初等微積分的步伐, 以一貫嚴格旳數學

精神寫成。 對於部分讀者或許會稍感深奧, 其實, 清楚的界定, 邏輯的推演, 才是學習數學最佳

的途徑。 如有誤謬或未盡明白之處, 歡迎來函賜正。

最後, 本人要特別感謝成大數學系林宜禧、 陳珍漢以及李育嘉三位教授, 在他們擔任系主任

期間, 給予我講授 『機率論』 這門課的機會。 當然更要感謝比利時魯汶大學數學所 R. Ballieu

教授, 由於他, 我才開始認識現代的機率論。
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1987 年九月於成大數學系

本書經過一再修訂, 在 1998 年發行再版, 由於 《機率論》 屬於較冷門課程, 第一版發行以

賠本收場, 第二版則勉強打平。 但本於此書對於修課學生及其他機率入門者, 或有些許幫助, 當

不計盈虧全力以赴。

不少人在退休之後, 投身志工, 回饋社會。 筆者退休數年, 自認應以餘年對於社會略盡棉薄

之力, 乃決定重編此書, 而成另類志工。 退休前之教學過程中, 發現書中有若干錯誤或不週全之

處, 必須修改, 然而原先以軟體 CTEX 編輯而成之檔案, 先天上受限於只能在 DOS 環境工作,

而發行 CTEX 之倚天公司無意將它升級為 Window 版, 換言之, CTEX 已無法再使用, 筆者唯

一的選擇乃改為以軟體 cwTEX 排版系統重編此書。 此二編輯軟體, 前者為 Plain TEX, 後者則

為 LaTEX, 雖為近親, 但語法差異頗大, 古稀之年重新學習一種新語法, 辛苦之程度可以想見,

經過數個月的努力, 克服困難, 終於完工。

近年來, 網際網路發展迅速, 本書之修訂三版, 不再以傳統印刷和大家見面, 僅以網路電子

書面貌問世, 或可幫助更多各地使用中文之讀者。 尚望各界先進不吝指教。

顏 國 勇
2011 年九月於台灣台南

t14014@math.ncku.edu.tw
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Chapter 1

機率概論

太陽下了山, 我們確信它明朝依舊會爬上來; 一棵落了葉的樹木, 我們卻不能肯定它是否會

在明年春天再度萌出新芽; 同樣地, 一駕嶄新的飛機也沒有人能保證它的處女航一定平安無事;

我們可以繼續舉出更多的例子, 其中除了很少數的情形之外, 都充滿了不確定性, 固然我們可以

感嘆世事無常, 但也可以進一步了解這種無常是否也具有一些 『常理』, 嶄新的飛機之處女航百

分之九十九以上是安全的, 一枚錢幣丟在桌上雖不一定是正面, 但拋擲了一千次, 總會有一半左

右是正面, 機率論是研究這類問題的一個十分重要之基礎工具. 波蘭數學家 M. Fisz 說 : 『機率

論為數學的一支, 其目的在於顯示及研究隨機事件之規則性.』 ∗ 關於隨機事件一詞, 我們將於隨

後詳細說明.

§ 1.1 隨機試驗

所謂試驗(experiment) 係指在某些固定條件, 可重複施行的一種程序, 而且可以由此觀察

出某些結果者, 試驗通常分為以下二類 :

第一類是命定試驗 (deterministic experiment), 就是在固定條件下, 我們所觀測之結果乃

為確定者. 例如, 純水在溫度 100◦C 及氣壓 760 mm Hg 下, 其結果乃為沸騰; 又例如在地球上

手持一石頭, 手一鬆, 則石頭運動之方向必定垂直於地面.

第二類是隨機試驗 (random experiment), 就是在固定條件下, 其觀測之結果不為唯一, 且

於試驗實施前不能肯定其結果者, (頂多知道可能結果之集合).

有一種原子筆, 在筆之上端一按, 則筆尖伸出, 再按則筆尖縮回, 這種試驗雖有“進”與“出”

二種結果, 但每次試驗之前, 即已知道結果, 故為命定隨機試驗, 而非隨機試驗, 本課程雖以探討

隨機試驗為主, 但將必然性 (即機率等於一) 之情況排除在外, 亦不適宜, 採取較為寬廣之研究

範圍實屬必要.

以下我們將先舉一些隨機試驗之例, 以加深讀者之印象, 為方便計, 我們將以 E 表示隨機試

驗.

∗ Probability theory is a part of Mathematics which is usefull in discovering and investigating

the regular features of random events.
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1.2 機率論的歷史及古典機率 9

E1: 擲一骰子, 而觀察其 (頂面) 出現之點數;

E2: 擲一錢幣, 而觀察其出現為正面或反面;

E3: 擲一錢幣四次, 而觀察其正反兩面之次序;

E4: 觀察某大醫院之產房, 每位產婦生產之嬰兒為男或為女或其他 (包括畸形或死胎);

E5: 某一日光燈工廠, 隨機取出一支燈管點亮之, 而觀察其壽命為若干小時;

E6: 觀察某一地點, 每日最高及最低溫度;

E7: 在區間 [0, 1] 中, 隨機抽取一數.

定義 1.1

對於某一隨機試驗 E , 所有可能結果 (我們所欲觀察者) 所成之集合稱為一樣本空

間(sample space), 並以 Ω 表之.

§ 1.2 機率論的歷史及古典機率

談到機率論, 我們很容易聯想到, 它與骰子、 紙牌及硬幣等賭博遊戲有關, 但它之所以能

成為一門學問, 其中因素之一固然賭博有關, 然而如同許多學科一樣, 其發展之原動力, 經濟因

素才是主因, 不少學者深信乃是資本家渴望從學術上求得比占星術更為可靠的指導. 儘管有人

指出, 在十五、 六世紀一些有關機率問題的計算曾出現在義大利數學家 Cardano 等的論著之

中, 但比較廣泛的機率問題解法, 則出現在法國數學家 B. Pascal 與 P. de Fermat 始於 1654

年著名的通信上. 隨後, 荷蘭數學家 C. Huygens (1629–1695) 發表了有關機率的第一本書 《

De Ratiociniis in Ludo Aleae 》(機會遊戲之計算, 1657), 而真正使機率成為一門學問, 則始

於瑞士的 Jakob Bernoulli † (1654–1705), 在他死後才出版的 《 Ars Conjectandi 》( 猜測的

藝術, 1713 ), 以相當嚴格的數學寫出有關機率論中第一個極限定理 —— 大數定律 —— ( 詳

見第七章 ), 由於 Bernoulli 所提出二項分配中,
(
n
x

)
pxqn−x 的計算十分麻煩, 法國數學家 A.

de Moivre(1667–1754) 在 《 Miscellanea Analytica Supplementum 》( 分析方法, 1730 ) 一

文中, 首先嘗試以分析方法解決
(
n
x

)
pxqn−x, 當 p = 1/2 時, 之近似值, 這是中央極限定理之起

源. 獨立、 條件機率及數學期望值都是 de Moivre 所創立的概念. 法國數學大師 P.-S. Laplace

(1749–1827) 綜合各家研究成果而完成 《Théorie Analytique des Probabilités 》 (機率之解析

論, 1812 ) 一書中, 更將 de Moivre 的中央極限定理推廣而適用於一般的 p 值. 此外, 他也將機

率方法應用於誤差理論之中. 十九世紀的機率學者, 多半關注於機率的極限理論之上, 其中法國

人 S. D. Poisson (1781–1840) 於 1837 發表了有關 Poisson 分配, 以另外一種方法解決二項分

† 英文名為 James Bernoulli, 法文名為 Jaques Bernoulli.
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配近似值之問題. 德國數學家 K. F. Gauss (1777–1855) 則利用常態分配函數觀念開創了誤差

理論研究的新方向及最小平方法的基礎. 以法國數學家為中心的機率論研究, 在十九世紀末葉開

始轉移到俄國. P. L. Chebyshev (1821–1894), A. A. Lyapunov (1857–1918) 等致力於獨立

隨機變數之和的極限問題, 也就是所謂大數定律以及中央極限定理的研究. 其中的 Markov 更

創立了, 近代機率論中十分重要的 Markov 鏈.

微積分發明之後的數學界, 很多數學家將 《分析學》 做了十分穩固的扎根工作, 於是機率

論便由有限個數的組合問題, 推廣而為以線段之長短及面積之大小為基礎的幾何機率論, 以分

析的方法注入機率論的基礎, 帶來這門學問更為嚴密的骨架, 然而一些似是而非的矛盾說法, 如

Bertrand 的詭論, 卻不時困擾著這門學問, 二十世紀初 E. Borel (1871–1956) 在測度論上的新

理論, 促使俄國大數學家 A. Kolmogorov 於 1933 年宣布以公設法做為機率論的基石, 奠定了

機率論的數學基礎.

1920 年代以後, 除了有些數家如 P. Lévy 及 W. Feller 在中央極限定理有很好的成果,

A. Kolmogorov 的強大數定律令人十分激賞之外, 部分學者則以 Markov 鏈開創機率論研究

的新方向, 探討非獨立隨機變數之隨機過程. 二次大戰之後由於純粹數學在賦範空間 (normed

space) 理論上的進展, 機率學者開始將這門學問帶進抽象的領域.

現在讓我們來看看什麼叫做機率.

Laplace 在 《機率的解析論》 中, 為古典機率下了以下的定義:

設某隨機試驗之樣本空間 Ω 有 n 個元素, 且每一元素出現之機會均相等, 若 A 為 Ω

之一子集, (又稱 A 為一隨機事件), 則事件 A 發生之機率為:

P (A) =
#A

n
=

#A

#Ω
,

內 #A 表 A 之基數 (cardinal number of A).

例 1. 一骰子連擲兩次, 試問二次點數不同之機率為若干 ?

解 此一試驗之樣本空間為

Ω = {(a, b) | a, b ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}} = {(1, 1), (1, 2), · · · , (6, 6)}.

顯然 #Ω = 36, 而事件“二次點數不同”應為

A = {(a, b) ∈ Ω | a 6= b} = Ω \ {(1, 1), (2, 2), · · · , (6, 6)}. (如圖 1–1 )

由於樣本空間 Ω 中每一序對出現之機會均為相等, 故知二次點數不同之機率為

P (A) =
#A

#Ω
=

30

36
=

5

6
.



1.2 機率論的歷史及古典機率 11

圖 1–1 �

例 2. ( de Méré 的詭論 ) 法國人 de Méré 在很多次賭博中, 發現擲三個骰子得 11 點之機會

較得 12 點為高, 但 11 點之組成有 (以下每一組括號視為一組合 )

(1-4-6), (1-5-5), (2-3-6), (2-4-5), (3-3-5), (3-4-4)

等; 而 12 點之組成有

(1-5-6), (2-4-6), (2-5-5), (3-3-6), (3-4-5), (4-4-4)

等, 二者均有六種情形, 機率應為相等, 他將此一矛盾情形就教於 B. Pascal. Pascal

以 『排列』 的關念解釋說 : (4-4-4) 只有一種種可能就是第一、 第二及第三個骰子都出現

4 點, 表為 (4, 4, 4). 但 (3-4-5) 則有以下六種可能 (排列)

(3, 4, 5), (3, 5, 4), (4, 3, 5), (4, 5, 3), (5, 3, 4), (5, 4, 3),

因此, 得 11 點之機率為

P1 =
6 + 3 + 6 + 6 + 3 + 3

6× 6× 6
=

27

216
,

得 12 點之機率為

P2 =
6 + 6 + 3 + 3 + 6 + 1

6× 6× 6
=

25

216
,

前者確較後者為大, 此與實驗結果並無二致. �

註 : 以抽樣方式討論機率問題是古典機率十分常見的方法, 我們知道排列組合共有四種 :

重複排列、 重複組合、 不重複排列、 不重複組合( 後二種簡稱排列與組合, 參見附錄一 ),

其中重複組合通常不宜用以討論機率問題, 最簡單的例子是丟二錢幣,若以重複組合視之,

有 『二正』、 『一正一反』、 『二反』 三種情形, 但其中出現 『二正』 或 『二反』 之機率皆為

1/4, 但出現 『一正一反』 之機率為 1/2. de Méré 以重複組合處理機率問題, 擲三個骰子

共有 H6,3 =
(
6+3−1

3

)
= 56 種情形, 他提出的三骰共計 11 點和 12 點各有六種情形, 其

誤謬乃由於以重複組合解決此類問題所產生.
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在 Laplace 的定義中, 對於每一元素出現機會不完全相之情形並不適用, 因此有人略加推

廣而得以下定義 :

設某隨機試驗之樣本空間 Ω = {ω1, ω2, · · · , ωn}, 若基本事件 {ωj} 發生之機率為

pj, (p1 + p2 + · · ·+ pn = 1). 則事件 A = {ωj1, ωj2, · · · , ωjk} (⊂ Ω ) 發生之機率

為 : P (A) = pj1 + pj2 + · · ·+ pjk .

上述定義內, 每一基本事件 {ωj} 之機率在事前既已確定, 因此稱為事前機率或主觀機率

(a priori probability). 然而事前機率如何知悉卻為一大困難, 解決此一問題, Von Mises 乃於

1920 年利用 J. Bernoulli 的相對頻率觀念, 提出所謂試驗機率的觀念:

設某一隨機試驗重覆了 n 次, 而事件 A 發生之次數為 k, 則
k

n
稱為事 A 之相對頻

率 (relative frequency). 如果相對頻率之極限 lim
n→+∞

k

n
存在, 則以此為事件 A 之機

率.

上述觀念, 對於某些樣本空間為無限的情況, 可加以利用, 如:

例 3. 從自然數中, 隨機任取一數, 試求取出之數為 7 之倍數之機率為若干?

解 此試驗之樣本空間為 Ω = N, 而事件 “取出之數為 7 之倍數” 為

A = {7n | n ∈ N} = {7, 14, 21, · · · },

先考慮自集合 {1, 2, · · · , n} 中隨機抽取一數, 由餘數定理知,

∃ k(n) ∈ {0, 1, · · · , n}, ∃ r(n) ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},

使得 n = 7k(n) + r(n), 內 r 為餘數. 是以 “得數為 7 之倍數” 之相對頻率為

k(n)

n
=

n− r(n)

7
n

=
1

7

(

1− r(n)

n

)

,

則其極限顯然為

lim
n→+∞

k(n)

n
= lim

n→+∞

1

7

(

1− r(n)

n

)

=
1

7
.

故從自然數中隨機任取一數而得 7 之倍數之機率為 1/7. �

多數的情形不像上例一樣, 可經由 n 趨近於正無限大而求得 A 之發生之機率. 當然, 一般

而言, 當 n 越大, 相對頻率與 A 發生之機率也越接近 (參閱第七章大數定律), 但究竟應大到什

麼程度, 實無一定法則可資遵循.

由上述古典機率的觀念可獲得以下的性質:
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1◦ 機率乃樣本空間子集合之函數. 意即 P : P(Ω) → R, 內 P(Ω) 表 Ω 之冪集;

2◦ 一事件 (即 Ω 之子集) 之機率不得為負, 不得大於 1 ;

3◦ 整個樣本空間 Ω 發生之機率為 1 ;

4◦ 若 A 與 B 為 Ω 之二互斥子集, 則 P (A ∪ B) = P (A) + P (B).

此外尚有其他很多性質, 但均可由以上四項一一推導而得, 於是我們可以公設化的方法規定

(古典模式之 ) 機率函數如下:

設 P : P(Ω) → [0, 1] 滿足:

(1) P (Ω) = 1;

(2) A, B ⊂ Ω 且 A ∩B = ∅ , 則 P (A ∪B) = P (A) + P (B).

則稱 P 為一機率測度, 而 P (A) 則稱為事件 A (發生) 之機率.

在上述定義中, Ω 之任一子集必須對應介於 0 與 1 之間之一實數, 為此子集之機率, 但有

時我們只關心樣本空間 Ω 中某些子集 (而非每一子集 ) 之機率.

例如, 從警方之肇事車禍統計資料顯示 : (以下數字均為虛構 )

男性喝酒者 (指酒精檢測值超過 0.55 ) 佔 58%,

女性喝酒者佔 22%,

男性不喝酒者佔 13%,

為方便計, 令

Ω = 樣本空間 = 全部肇事車禍者集合,

A = Ω 中之男性喝酒者,

B = Ω 中之女性喝酒者,

C = Ω 中之男性不喝酒者,
圖 1–2

則我們知道以下諸機率 (比率):

P (A) = 0.58, P (B) = 0.22, P (C) = 0.13,

P (A ∪B) = 0.58 + 0.22 = 0.80 , ( Ω 中喝酒者之機率 )

P (A ∪ C) = 0.58 + 0.13 = 0.71 , ( Ω 中男性之機率 )

P (B ∪ C) = 0.22 + 0.13 = 0.35,

P (A ∪B ∪ C) = 0.58 + 0.22 + 0.13 = 0.93,

P (Ω) = 1.
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雖然在原始資料中未曾列出 D = “Ω 中之女性不喝酒者” 之機率, 但因 A, B, C, D 為兩

兩互斥且 Ω = A ∪B ∪ C ∪D, 故

P (D) = 1− P (A)− P (B)− P (C) = 0.07.

此外, 我們也很容易求出 P (A ∪D), P (B ∪D), P (C ∪D), P (A ∪B ∪D), P (B ∪ C ∪D),

P (A ∪ C ∪D) 等.

就以上資料而言, 我們不知道 (也不關心) 車禍者中會抽菸者之機率為多少. 這正說明: 機

率測度 P 不需要也不能夠以 Ω 之冪集 P(Ω) 為其定義域, 我們僅需以

{∅, A, B, C, D, A ∪ B, A ∪ C, A ∪D, B ∪ C, B ∪D, C ∪D, A ∪ B ∪ C,

A ∪B ∪D, A ∪ C ∪D, B ∪ C ∪D, Ω}

做為 P 之定義域, 由此看來做為 P 之定義域 F 須滿足以下條件:

1◦ F ⊂ P(Ω);

2◦ F 6= ∅;

3◦ 若 A ∈ F , 則 ∁A ∈ F , (其中 ∁A = Ω \ A 乃 A 之餘集, 亦常寫為 Ac ) ;

4◦ A, B ∈ F ⇒ A ∪ B ∈ F ;

5◦ A, B ∈ F ⇒ A ∩ B ∈ F ;

但條件 5◦ 可由條件 3◦ 及 4◦ 蘊涵而得, 因為

A, B ∈ F ⇒ ∁A, ∁B ∈ F

⇒ ∁A ∪ ∁B ∈ F

⇒ A ∩B = ∁(∁A ∪ ∁B) ∈ F .

因此 5◦ 可以省略, 換言之, F 對於差集、 聯集、 交集均有封閉性. 我們規定如下:

定義 1.2

設 Ω 為一非空集合, (暫不討論隨機試驗及其樣本空間 ), 其冪集合 P(Ω) 之子集 F 若
滿足以下三條件, 則稱其為 Ω 之一域 (field).

(1) F 6= ∅ ;

(2) A ∈ F ⇒ ∁A ∈ F ;

(3) A, B ∈ F ⇒ A ∪B ∈ F .

由於微積分的發明, 機率中很早就引進了幾何機率的概念, 幾何機率簡單的說: 就是以線的

長短, 面積體積的大小來研究機率.
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例 4. 自區間 [0, 1] 中隨機取一數, 試求所得之數出現下列集合之機率各若干 ?

A =
[

0,
1

2

]

, B =
( 1

2
, 1

]

, C = [ 0, 1 ] ∩Q.

解 (1) 由於樣本空間 Ω = [ 0, 1 ] 之長度為 1, 而集合 A 乃為事件 “ 所得之數出現於區間
[

0,
1

2

]

”, 我們應以 A 之長度, 即
1

2
, 為其機率.

(2) 至於 B, 我們以二種不同方法考慮.

法一 : 由於 A ∩B = ∅, A ∪B = Ω, 故應有

1 = P (Ω) = P (A) + P (B) =
1

2
+ P (B),

是以 P (B) = 1− 1

2
=

1

2
.

法二 : 我們直接研究 B 之長度, 由於區間
( 1

2
, 1

]

可視為序列

[1

2
+

1

3
, 1

]

,
[1

2
+

1

4
, 1

]

, · · · ,
[1

2
+

1

n
, 1

]

, · · · ,

之極限, 而上述各閉區間之長度分別為

1

2
− 1

3
,
1

2
− 1

4
, · · · , 1

2
− 1

n
, · · · ,

此序列之極限顯然為
1

2
, 亦即我們可以

1

2
做為 B 之長度, 換言之, 所得之數出現在

B 之機率為
1

2
.

(3) 至於 C = [0, 1] ∩ Q, 有人認為 C 之長度無法求出 (或無長度可言), 十九世紀末,

法國數學家 Lebesgue 以較進步的觀念提出上述集合之測度 (measure) 觀念, ( 參

閱 Royden [16] ). 其中可證得零測度集合之可數聯集亦為零測度; 已知單點集合為

零測度, 而 C 為可數, 故 C 之長度為 0, 即抽得之數出現在集合 C 之機率為 0. �

由上例中我們發現一集合序列 {An}n, 如果每一集合 An 皆有機率, 則其可數聯集 (及可數

交集 ) 亦應有機率, 因此以“域” 做為機率之定義域是不夠的. 此外在 Lebesgue 的觀念裡, 並非

[0, 1] 之任一子集均為可測 (measurable), 也就是說有些集合並沒有長度可言, 因此不能有機率

的觀念, 本世紀初 E. Borel 以區間之可數聯集、 可數交集、 差集等研究實數系 R 的可測集合

(詳見第三節). 根據此一構想, 機率測度 P 之定義域顯然仍需加以修正; 這正是 Kolmogorov

在 1933 年所提公設化機率論的數學基礎.

在沒有介紹 Kolmogorov 公設化定義之前, 我們先看看幾何機率中著名的詭論之一 ——–

Bertrand 的詭論. 這個詭論乃是說明, 解決幾何機率問題, 以直觀概念已不足以應付, 必須另行

設法才行.
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例 5. 設一等邊三角形, 邊長為 a, 外接一圓, 於圓內隨機作一弦, 試問弦長 l 大於 a 之機率為

若干? (參閱圖 1–3 ).

解 (1) 平行法 : 令外接圓之半徑為 r, 並設所做之弦均平行於 Y 軸, 若此弦之中點在 X 軸

上之區間
(

−r

2
,
r

2

)

, 則弦長 l 大於 a, 故其機率為
1

2
.

圖 1–3

(2) 旋轉法: 設弦之一端固定於原點 O, 若弦 OP 與 X 軸之夾角 θ 小於 30◦ 時, 則弦

長 l 大於 a, 故其機率為
1

3
.

(3) 中點法: 做二同心圓, 外圓半徑為 r, 內圓半徑為
r

2
, 若弦之中點落在內圓之內部, 則

弦長 l 大於 a, 是以其機率為
1

4
, (內圓面積為全部面積的 1/4 ). �

以直觀方法探討本題之機率, 得出以上三種不同之答案, 皆言之有理, 因此, 對於 《機率論》

之研究, 須另尋更為可靠之方法.

§ 1.3 σ 域

在上節中我們業已發現以“域” 做為機率之定義域是不夠的, 必須加以調整, 好使它對於集

合之 “可數運算” 具封閉性, 此乃本節之目的.

定義 1.3

設 Ω 為一非空集合. 冪集合 P(Ω) 之子集 F 若滿足以下條件, 則稱其為 Ω 上一 σ 域

( σ-field 亦稱 σ-ring 或 σ-algebra ) :

(F1) F 6= ∅ ;

(F2) 若 A ∈ F , 則 ∁A ∈ F ;

(F3) 若 ∀ j ∈ N, Aj ∈ F , 則
⋃

j∈N
Aj ∈ F ; (即 F 對可數聯集具封閉性 ).

我們將先探討有關 σ 域的一些性質, 其次再舉些相關的範例.
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定理 1.4

設 F 為 Ω 上之一 σ 域, 則

(1) ∅, Ω ∈ F ;

(2) 若 A1, · · · , An ∈ F , 則

n⋃

j=1

Aj ∈ F , 且

n⋂

j=1

Aj ∈ F , (即 F 對於有限交集及有

限聯集具封閉性 ) ;

(3) 若 ∀ j ∈ N, Aj ∈ F , 則
⋂

j∈N
Aj ∈ F , (即 F 對可數交集具封閉性 ) ;

(4) 若 A, B ∈ F , 則 A \B ∈ F , (亦即 F 對差集具封閉性 ).

證 (1) 由 (F1) 知 F 中必有元素, 令 A ∈ F . 又由 (F2) 知 ∁A ∈ F , 今令

A1 = A, A2 = A3 = · · · = ∁A,

則由 (F3) 知,

Ω = A ∪ ∁A =

+∞⋃

j=1

Aj ∈ F .

此外空集合 ∅ 乃 Ω 之餘集, 是以 ∅ ∈ F .

(2) 令 An+1 = An+2 = · · · = ∅, 則由 (F3) 知

n⋃

j=1

Aj =

+∞⋃

j=1

Aj ∈ F ,

其次

A1, · · · , An ∈ F ⇒ ∁A1, · · · , ∁An ∈ F

⇒
n⋃

j=1

(∁Aj) ∈ F , (由 (1) )

⇒
n⋂

j=1

Aj = ∁
( n⋃

j=1

(∁Aj)
)

∈ F , ( De Morgan 定律.)

(3) 由 De Morgan 定律知,
⋂

j∈N
Aj = ∁

(⋃

j∈N
(∁Aj)

)

,

仿 (2) 證明之後半部知其必屬於 F .

(4) 因 A \B = A ∩ ∁B 之故. �
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例 1. F = {∅, Ω} 乃為 Ω 上之一 σ 域.

例 2. F = P(Ω) 亦為 Ω 上之一 σ 域.

例 3. 若 A 為 Ω 之一非空真子集, 則

F = {∅, A, ∁A, Ω}

亦為 Ω 上之一 σ 域.

圖 1–4

例 4. 設 Ω 為一不可數集合, 試證 :

F = {A ⊂ Ω |A 為至多可數 ‡ 或 ∁A 為至多可數}

為 Ω 上一 σ 域.

證 因 F ⊂ P(Ω) 且滿足

(F1) F 6= ∅, 此因 ∅ 顯為 F 之元素.

(F2) 若 A ∈ F , 則 A 為至多可數或 ∁A 為至多可數, 是以 ∁A ∈ F .

(F3) 設 ∀ j ∈ N, Aj ∈ F ,

1◦ 若每一 Aj 均為至多可數, 則

+∞⋃

j=1

Aj 亦必為至多可數, 故必屬於 F .

2◦ 若存在 Ak 不為至多可數, 即不可數, 則 ∁Ak 必為至多可數, 此時因

∁
(⋃

j∈N
Aj

)

=
⋂

j∈N
∁Aj ⊂ ∁Ak,

是以 ∁
(⋃

j∈N
Aj

)

必為至多可數, 故
⋃

j∈N
Aj ∈ F . �

以上四例均為 σ 域, 當然亦為域; 但非所有的域均為 σ 域.

例 5. 設 Ω 為一可數集合, (例如 Ω = N ), 則

F = {A ⊂ Ω | A 為有限或 ∁A 為有限 }

為 Ω 上一域, 但非 σ 域, (讀者自證之 ). �

‡ 至多可數 (at most denumerable) 係指有限或無限可數, 有些學者稱其為 countable.
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以下我們將研究如何將 P(Ω) 之一子集 C 產生一 σ 域 .

定理 1.5

設 C 為 P(Ω) 之一子集, 則

F =
def

⋂

{Fj | Fj 為 Ω 上之 σ 域且 Fj ⊃ C}

為 Ω 上之一 σ 域, 顯然 F 為包含 C 之最小 σ 域.

證 因為

(F1) 各 Fj 中均有 ∅ 及 Ω 二元素, 故其交集 F 亦然, 是以 F 6= ∅ .

(F2) 由於

A ∈ F ⇒ (∀ j, A ∈ Fj)

⇒ (∀ j, ∁A ∈ Fj)

⇒ ∁A ∈
⋂

j

Fj = F .

(F3) 由於

A1, A2, · · · , Ak, · · · ∈ F ⇒ A1, A2, · · · , Ak, · · · ∈ Fj, ∀ j

⇒
+∞⋃

k=1

Ak ∈ Fj, ∀ j

⇒
+∞⋃

k=1

Ak ∈
⋂

j

Fj = F . �

註: 二個以上之 σ 域之聯集, 則未必為一 σ 域. (習題).

定義 1.6

設 C ⊂ P(Ω), 則上述 σ 域 F 稱為 C 所產生之 σ 域 ( σ-field generated by C ), 並記

為 σ(C).

例 6. 若 A 為 Ω 之一非空真子集, C = {A}, 則 C 所產生之 σ 域為

σ(C) = σ({A}) = {∅, A, ∁A, Ω}.

(參見例 3 ).



1.3 σ 域 20

定義 1.7

設 F 為 Ω 上 σ 一域, 則稱序對 (Ω, F) 為一可測空間 (measurable space).

註 : 如果沒有特別聲明, 當樣本空間為有限或可數時, 我們將取 P(Ω) 為其 σ 域, 當樣本空間

為不可數時, 則取較 P(Ω) 為小之 σ 域, 但將予以說明.

定義 1.8

設 (Ω, F) 為一可測空間, A 為 Ω 之一非空子集, 令

FA = {B ∩A | B ∈ F},

(顯然 FA 為集合 A 上一 σ 域 ), 我們稱 (A, FA) 為 (Ω, FA) 之一子可測空間 (mea-

surable sub-space).

重要之可測空間

(1) 一維 Borel 域

設 C0 = {I | I 為 R 之子區間 } ⊂ P(R), 則 C0 所產生之 σ 域 σ(C0) 稱為一維 Borel

域 (one-dimensional Borel field), 並以 B 表之.

區間、 單元集合、 有限集合、 有限個區間之聯集、 可數個區間之聯集 、 以上各集合之

餘集等等均為 B 之元素, 我們稱其為 Borel 可測集合, 與 Lebesgue 可測集合有微小差

別, 此外 B 不等於 P(R), (參閱附錄二 ).

(2) 二維 Borel 域

設 C0 = {I × J | I, J 為 R 之子區間 } ⊂ P(R2), 則 C0 所產生之 σ 域 σ(C0) 稱為二維

Borel 域 (two-dimensional Borel field), 並以 B2 表之.

在 《 實變函數論 》 中, 我們可以證明 : R2 之任一開集合, 皆可表為可數個 C0 元素之

聯集 §, 因此, R2 上之多邊形、 圓形、 開集合、 閉集合及其他各類平面圖 ( 只要用筆畫得

出來 ) 之有限或可數聯集、 交集、 餘集等均為 B2 之元素.

(3) k 維 Borel 域

設 C0 = {I1 × I2 × · · · × Ik | I1, · · · , Ik 為 R 之子區間 } ⊂ P(Rk), 則 C0 所產生之 σ

域 σ(C0) 稱為 k 維 Borel 域 (k-dimensional Borel field), 並以 Bk 表之.

§ Wheeden & Zygmund, Measure and Integration. Theorem 1.11
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定義 1.9

設 {An}n 為一集合序列,

(1) 我們稱集合
⋂

n≥1

⋃

k≥n

Ak 為序列 {An}n 之上極限 (upper limit), 並且表為

lim sup
n→+∞

An, 或 limn→+∞An, (無誤解之可能時簡為 lim supAn );

(2) 我們稱集合
⋃

n≥1

⋂

k≥n

Ak 為序列 {An}n 之下極限 (lower limit), 並且表為

lim inf
n→+∞

An, 或 limn→+∞An, (亦可簡為 lim inf An );

(3) 若 {An}n 之 上下極限相等, 則稱 {An}n 之極限存在, 並且稱此集合為 {An}n
之極限, 而記為 lim

n→+∞
An, 或 limAn, 亦即

lim
n→+∞

An = lim sup
n→+∞

An = lim inf
n→+∞

An.

(4) 若 {An}n 之上下極限不相等, 則稱 {An}n 之極限不存在.

對於實數序列 {an}n, 在 《微積分 》 中, 我們討論了它的 『極限』 觀念, 而在 《高等微積分 》

中, 更進一步研究其上、 下極限: lim supn→+∞ an, lim infn→+∞ an. 機率論中則是模仿分析學

之觀念而有所謂 “集合之上、 下極限”, 對於機率之理論探討頗為重要. 然而上述定義, 對於初學

者而言過份深奧難懂, 有加以簡化之必要, 以下定理除了幫助我們了解上、 下極限之意義外, 尚

可賴此解決一些問題.

定理 1.10

設 {An}n 為一集合序列, 則

(1) lim supAn = {ω | ω ∈ An i.o.} , (其中 i.o. 係 infinitely often 之縮寫,

ω ∈ An i.o. 表示 ω 屬於無限許多個 An .)

(2) lim inf An = {ω | ω ∈ An a.a.} , (內 a.a. 係 almost all 之縮寫, ω ∈ An a.a.

表示 ω 屬於每一個 An 除了有限個.)

(3) lim inf An ⊂ lim supAn.
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證 (1) 由定義知,

ω ∈ lim supAn ⇔ ω ∈
⋂

n≥1

⋃

k≥n

Ak

⇔ ∀n ∈ N, ω ∈
⋃

k≥n

Ak

⇔ ∀n ∈ N, ∃ k ≥ n, ω ∈ Ak

⇔ ω ∈ An i.o.

(2) 由於,

ω ∈ lim inf An ⇔ ω ∈
⋃

n≥1

⋂

k≥n

Ak

⇔ ∃n ∈ N, ω ∈
⋂

k≥n

Ak

⇔ ∃n ∈ N, ∀k ≥ n, ω ∈ Ak

⇔ ω ∈ An a.a.

(3) 由 (1) 及 (2) 立即可得. �

例 7. 設 A1 = A3 = · · · = [0, 2], A2 = A4 = · · · = [1, 3], 試求 lim supAn 及 lim inf An.

解 利用定理 1.10. 由於 ∀x ∈ [0, 3], x ∈ An i.o., 而當 x ∈ [1, 2], x ∈ An, ∀n ∈ N, 但當

x ∈ [0, 3] \ [1, 2], x ∈ An a.a. 顯然不真, 是以

lim supAn = [0, 3], lim inf An = [1, 2].

圖 1–5

定理 1.11

(1) 若 {An}n 為一單調遞增序列, 即 ∀n ∈ N, An ⊂ An+1, 則 limAn =
⋃

n∈N
An.

(2) 若 {An}n 為一單調遞減序列, 即 ∀n ∈ N, An+1 ⊂ An, 則 limAn =
⋂

n∈N
An.
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證 (1) {An}n 為一單調遞增序列

⇒
⋃

k≥n

Ak =
⋃

k≥1

Ak,
⋂

k≥n

Ak = An

⇒
⋂

n≥1

⋃

k≥n

Ak =
⋃

k≥1

Ak,
⋃

n≥1

⋂

k≥n

Ak =
⋃

n≥1

An

⇒ lim supAn =
⋃

k≥1

Ak =
⋃

n≥1

An = lim inf An

⇒ limAn =
⋃

n≥1

An.

(2) 仿 (1), 讀者自證之. �

定理 1.12

設 (Ω, F) 為一可測空間, 若 ∀n ∈ N, An ∈ F , 則 lim supAn 及 lim inf An 均屬於

F .

證 易明. �

§ 1.4 機率空間

定義 1.13

設 (Ω, F) 為一可測空間, 若P : F → [0, 1] 滿足

1◦ P (Ω) = 1,

2◦ P 具 σ 加法性, 即: 若 {Aj}j∈N 為 F 之一互斥序列, 則

P
(+∞∑

j=1

Aj

)

=

+∞∑

j=1

P (Aj). (見下註 )

則稱 P 為 (Ω, F) 上之機率測度或機率 (probability (measure)) , 此時

(Ω, F , P ) 則稱其為一機率空間 (probability space); 而 F 之元素稱為一(隨

機)事件 ((random) event); 若單元集合 {ω} 為一事件, 則稱其為一基本事件

(elementary event or simple event).

註: (1) 若 A ∩ B = ∅, 則規定 A+B = A ∪ B; 若 A ∩ B 6= ∅, 則 A+B 無意義;

(2) 若 J 為有限或可數集合, {Aj}j∈J 中兩兩互斥, 則規定
∑

j∈J
Aj =

⋃

j∈J
Aj;

(3) 若存在 i 6= j 使得 Ai ∩ Aj 6= ∅, 則
∑

j∈J
Aj 無意義.

我們稱這種聯集稱為互斥聯集(disjoint union).
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定理 1.14

P (∅) = 0.

證 設 A1 = A2 = · · · = ∅, 則 {Aj}j∈N 為 F 之一互斥序列, 由 P 之 σ 加法性知

P (∅) = P
(+∞∑

j=1

Aj

)

=
+∞∑

j=1

P (Aj) =
+∞∑

j=1

P (∅),

若 P (∅) > 0, 則上述等式之右端等於 +∞, 顯然矛盾, 是以 P (∅) = 0. �

定理 1.15

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, 則

(1) P 具有限加法性, 即: 若 A1, · · · , An 為兩兩互斥事件, 則其互斥聯集之機率為

P
( n∑

j=1

Aj

)

=
n∑

j=1

P (Aj).

(2) 若 A ∈ F , 則 P (∁A) = 1− P (A).

(3) 若 A, B ∈ F 且 A ⊂ B, 則 P (A) ≤ P (B).

證 (1) 令 An+1 = An+2 = · · · = ∅, 則 {Aj}j∈N 為一互斥序列, 故

P
( n∑

j=1

Aj

)

= P
(+∞∑

j=1

Aj

)

=

+∞∑

j=1

P (Aj) =

n∑

j=1

P (Aj).

(2) 因為 A 與 ∁A 為互斥, 由 (1) 知,

1 = P (Ω) = P (A+ ∁A) = P (A) + P (∁A).

(3) 若 A, B ∈ F 且 A ⊂ B, 則

P (B) = P (A) + P (B \ A)

≥ P (A).

圖 1–6 �

註 : 即使 A 為 B 之真子集, 亦未必有 P (A) < P (B), 除非已知 P (B \ A) 為正.
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我們將就本章第一節所舉隨機試驗之例,表為機率空間之型態, 亦即求出該試驗之樣本空間

Ω、 σ 域 F 以及機率測度 P .

例 1. E1 : 擲一骰子, 而觀察其 (頂面) 出現之點數; 則

Ω1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ;

F1 = P(Ω1); (因為 Ω1 為有限) ;

P : F1 → [0, 1] : P{1} = P{2} = P{3} = P{4} = P{5} = P{6} =
1

6
.

說明: 我們假設此骰為一公正之骰 (fair die), 每面出現之機會相等, 故各面出現之機率均

為 1/6. 此外, F1 內其他元素之機率雖未全部規定, 但可利用有限加法性而得之. 例如,

A = {1, 3, 5}, P (A) 乃出現奇數點之機率, 則

P (A) = P{1}+ P{3}+ P{5} =
1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
. �

例 2. E2 : 擲一錢幣, 而觀察其出現為正面或反面; 則

Ω2 = {H, T}; 內 H 表正面 (head), T 表反面 (tail);

F2 = P(Ω2); (因為 Ω2 為有限 );

P : F2 → [0, 1] : P{H} = P{T} =
1

2
. �

例 3. E3 : 擲一錢幣四次, 而觀察其正反兩面出現之次序; 則

Ω3 = {(a1, a2, a3, a4) | aj ∈ Ω2} = {H, T}4 ;

F3 = P(Ω3); (因為 #Ω3 = 16, 有限 );

P : F3 → [0, 1] : P{(a1, a2, a3, a4)} =
1

16
. �

例 4. E4 : 觀察某大醫院之產房, 每位產婦生產之嬰兒為男或為女或其他 ( 包括畸形或死胎 );

則

Ω4 = {M, F, O}; 其中 M 為男嬰, F 為女嬰, O 為其他 ;

F4 = P(Ω4) ;

P : F4 → [0, 1] : P{M} =
104

205
, P{F} =

100

205
, P{O} =

1

205
.

(以上均為假設數字 ). �

例 5. E5 : 某一日光燈工廠, 隨機取出一支燈管點亮之, 而觀察其壽命為若干小時; (假設此工廠

無限制繼續生產 ); 則

Ω5 = {t | t ≥ 0} = [0,+∞) ;

F5 = {Ω5 ∩ B | B ∈ B} = {B | B ⊂ Ω5, B ∈ B} ¶

¶ 此處之 Borel 域 B, 若改為 Lebesgue 可測集所成之集合則更為完美, 但對未學過 《 實變

函數論 》 之讀者, 恐太深奧, 二者差異不大.
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P : F5 → [0, 1]

我們不能仿照上述各例, 以規定各基本事件之機率為手段而達到表達 P 之目的. 因為每

一基本事件之機率均為零, 必須規定每一區間 I 之機率才可以, 在第二章中, 我們將利用

積分方法以克服定義 P 之困難, 即 P (I) =

∫

I

f(t)dt, 至於 f 如何求得, 這與例 2 中

P{H} 為何等於
1

2
相似, 但困難更多, 屬於數理統計的問題. �

例 6. E6 : 觀察某一地點, 每日最高及最低溫度;

Ω6 = {(a, b) | m ≤ a ≤ b ≤ M}; 設 m 及 M 分別為當地過去之最低及最高

氣溫紀錄; a, b 分別表某日之最低及最高溫度;

F6 = {Ω6 ∩ B | B ∈ B2} ;

P : F6 → [0, 1]

情形與例 5 相仿, 必須經過長時間觀察方可獲得一個近似之分配. �

例 7. E7 : 在區間 [0, 1] 中, 隨機抽取一數.

Ω7 = [0, 1] ;

F7 = {Ω7 ∩ B | B ∈ B} ;

P : F7 → [0, 1] : P (A) = A 之長度, ( Lebesgue 之測度觀念 );

例如, A1 =
[ 1

2
, 1

]

, 則 P (A1) =
1

2
; A2 = [0, 1] ∩Q, 則 P (A2) = 0 等等. �

定理 1.16 [ 加法定理 (addition theorem) ]

(1) 若 A1, A2 ∈ F , 則 P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2)− P (A1 ∩ A2).

(2) 若 A1, A2, A3 ∈ F , 則

P (A1 ∪A2 ∪ A3) =
3∑

j=1

P (Aj)−
∑

1≤j1<j2≤3

P (Aj1 ∩Aj2) + P (A1 ∩A2 ∩A3).

(3) 若 A1, A2, · · · , An ∈ F , 則

P
( n⋃

j=1

Aj

)

=

n∑

j=1

P (Aj)−
∑

1≤j1<j2≤n

P (Aj1 ∩ Aj2)

+
∑

1≤j1<j2<j3≤n

P (Aj1 ∩ Aj2 ∩Aj3)

− · · ·+ (−1)n+1P (A1 ∩ · · · ∩ An).
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證 (1) 因為 A1 ∪ A2 = (A1 \ A2) + (A2 \ A1) + (A1 ∩ A2), (參見圖 1–7 ), 故

P (A1 ∪A2) = P (A1 \ A2) + P (A2 \ A1) + P (A1 ∩ A2)

= P (A1 \ A2) + P (A1 ∩A2) + P (A2 \ A1) + P (A1 ∩A2)

− P (A1 ∩ A2)

= P (A1) + P (A2)− P (A1 ∩A2).

圖 1–7

(2) P (A1 ∪A2 ∪ A3) = P (A1 ∪ (A2 ∪ A3))

= P (A1) + P (A2 ∪ A3)− P (A1 ∩ (A2 ∪ A3))

= P (A1) + P (A2) + P (A3)− P (A2 ∩A3)− P ((A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩ A3))

=

3∑

j=1

P (Aj)− P (A2 ∩ A3)−
(
P (A1 ∩A2)

+ P (A1 ∩ A3)− P (A1 ∩ A2 ∩ A3)
)

=

3∑

j=1

P (Aj)−
(
P (A2 ∩ A3) + P (A1 ∩ A2) + P (A1 ∩A3)

)

+ P (A1 ∩ A2 ∩ A3).

(3) 利用數學歸納法, 讀者自證之. �

例 8. 某電流自 P 流至 Q 經過 a, b, c 三個開關, 如圖所示. 已知 a 接通之機率為 0.4; b 接通

之機率為 0.5; c 接通之機率為 0.6; a 與 b 均接通之機率為 0.2; b 與 c 均接通之機率為

0.3; a 與 c 均接通之機率為 0.24 ; a, b, c 均接通之機率為 0.12. 試求:

(1) 電流自 P 流至 Q 之機率;

(2) 電流自 P 流至 Q 只經過一道開關之機率.

圖 1–8
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解 設 A, B, C 分別表事件 『 電流自 P 經 a, b 或 c 流至 Q 』.

(1) 電流自 P 流至 Q 之機率 = P (A ∪B ∪ C)

= P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (B ∩ C)

− P (A ∩ C) + P (A ∩ B ∩ C)

= 0.4 + 0.5 + 0.6− 0.2− 0.3− 0.24 + 0.12 = 0.88.

(2) 電流自 P 流至 Q 只經過一道開關之機率

= P (A) + P (B) + P (C)

− 2(P (A ∩ B) + P (B ∩ C) + P (A ∩ C))

+ 3P (A ∩B ∩ C)

= 0.4 + 0.5 + 0.6− 2(0.2 + 0.3 + 0.24) + 3× 0.12

= 0.38. �

圖 1–9

例 9. 匹配問題 (Matching problem)

設有 n 個學生, 每人帶一飯盒上學, 蒸飯後, 每人隨機取其一.

(1) 試求至少一人取得自已飯盒之機率?

(2) 當 n → ∞ 時, 上述機率之極限為若干?

(3) 試求恰有 k 人取得自已飯盒之機率, 內 k < n− 1.

解 (1) 為方便計 , 我們先將學生編號為 1 至 n 號 ; 第 k 號學生攜帶第 k 號飯盒上學,

k = 1, · · · , n.
設 Ak 表事件 『 第 k 號學生取回第 k 號飯盒 』, 則至少一人取得自已飯盒之機

率為 Pn = P (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪An). 利用加法定理知

Pn = P
( n⋃

j=1

Aj

)

=
n∑

j=1

P (Aj)−
∑

1≤j1<j2≤n

P (Aj1 ∩ Aj2)

+
∑

1≤j1<j2<j3≤n

P (Aj1 ∩Aj2 ∩Aj3)− · · ·

+ (−1)n+1P (A1 ∩ · · · ∩ An). (∗)

其中
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P (Aj) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
,

P (Aj1 ∩ Aj2) =
(n− 2)!

n!
=

1

n(n− 1)
,

P (Aj1 ∩ Aj2 ∩ Aj3) =
(n− 3)!

n!
=

1

n(n− 1)(n− 2)
,

...

P (A1 ∩ · · · ∩ An) =
1

n!
.

代入 (∗) 式中, 則

Pn =

(
n

1

)

· 1
n
−

(
n

2

)

· 1

n(n− 1)
+

(
n

3

)

· 1

n(n− 1)(n− 2)

+ · · ·+ (−1)n+1

(
n

n

)

· 1

n!
, (註 )

= 1− 1

2!
+

1

3!
− · · ·+ (−1)n+1 1

n!
.

(

註:

(
n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
二項係數也, 詳見附錄一定理 A.3.

)

(2) 上述 Pn 可化為

Pn = 1−
(

1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

1

n!

)

= 1−
n∑

k=0

(−1)k

k!
,

顯然 lim
n→+∞

Pn = 1− e−1 ≈ 0.6321.

(3) 設 Qk 表 k 個學生, 無人取得自己飯盒之機率. 我們先求: 『 n 個人中前 k 人拿到

自己飯盒, 其餘皆未取得自己飯盒 』 之機率, 則由 (1) 知, 此一機率為

Rk =
1

n
· 1

n− 1
· · · 1

n− k + 1
·Qk

=
(n− k)!

n!
·Qk

=
1

k!

(
n

k

) ·
( 1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)k

1

k!

)

.

是以恰有 k 人取得自已飯盒之機率乃 Rk 之

(
n

k

)

倍, 即為

(
n

k

)

·Rk =

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)k

1

k!
k!

. �

例 10. 生日問題 (Birthday Problem)

某一班級有 N 人 (N ≤ 365 ), 試問至少有二人生日相同之機率為若干? ( 假設一年有

365 天且每一天做為生日之機率皆為 1/365 ).
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解 N 人生日皆相異之機率為

p1(N) =
P365,N

365N
=

365 · 364 · · · (365−N + 1)

365N
=

N−1∏

j=0

365− j

365
.

則至少有二人生日相同之機率為

p2(N) = 1− p1(N) = 1−
N−1∏

j=0

365− j

365
.

我們以電腦計算不同 N 時, 上述 p1, p2 諸值, 發現若一班有 60 位學生, 則幾可確定必

有二人生日相同.

N p1(N) p2(N)

10 0.8831 0.1169

23 0.4927 0.5073

41 0.0968 0.9032

60 0.0059 0.9941

�

在本節結束前, 我們將介紹一個有關機率測度 P 的定理, 它在第二章以後將扮演十分重要

的角色.

定理 1.17 [P 之連續性定理 ]

設 {An}n 為一事件序列, 且 A = lim
n→+∞

An, 則

lim
n→+∞

P (An) = P (A) = P ( lim
n→+∞

An).

證 我們將分三步驟證明之. 為方便計, lim
n→+∞

將寫為 lim .

1◦ 先設 {An}n 為一遞增序列, 即 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · , 令

A0 = ∅, En = An \ An−1, ∀n ∈ N,

則應有

• An = (An \ An−1) + (An−1 \ An−2) + · · ·+ (A2 \ A1) + (A1 \ A0)

= En + En−1 + · · ·+ E1 =

n∑

1

Ej ,

•
+∞∑

j=1

Ej =
+∞⋃

n=1

An = A.
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故 P (An) =
n∑

j=1

P (Ej),

limP (An) = lim
n∑

j=1

P (Ej) =
+∞∑

j=1

P (Ej) = P
(+∞∑

j=1

Ej

)

= P (A).

圖 1–10

2◦ 其次, 設 {An}n 為一遞減序列, 即 A1 ⊃ A2 ⊃ · · · , 則 {∁An}n 為一遞增序列, 且

A = limAn =

+∞⋂

1

An, 故

limP (An) = lim(1− P (∁An))

= 1− limP (∁An)

= 1− P (lim ∁An), ( ∵ 1◦ )

= 1− P
(+∞⋃

1

∁An

)

= 1− P
(

∁

+∞⋂

1

An

)

= 1− P (∁A) = P (A).

3◦ 最後, 設 {An}n 為一般事件序列, 我們只需證明 :

P (A) ≤ lim inf P (An) ≤ lim supP (An) ≤ P (A).

為此令 Bn =
⋃

k≥n

Ak, 則

• ∀n ∈ N, Bn ⊃ An ;

• ∀n ∈ N, Bn ⊃ Bn+1; 即 {Bn}n 為一遞減序列;

• lim
n→+∞

Bn =
⋂

n≥1

Bn =
⋂

n≥1

⋃

k≥n

Ak = lim supAn = limAn = A .

故由 2◦ 得

P (A) = limP (Bn) = lim supP (Bn) ≥ lim supP (An).
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同理, 利用 1◦ 亦可證明 P (A) ≤ lim inf P (An), 至於

lim inf P (An) ≤ lim supP (An)

則顯然成立. �

§ 1.5 條件機率

例 1. 某校有學生 5,000 人, 其中男生 4,000 人, 女生 1,000 人; 戴眼鏡者共有 1,500 人, 為方

便計以 Ω、 M、 F 、 G 分別表全校學生、 男生、 女生及戴眼鏡者集合, 在樣本空間 Ω 中, 男

生、 女生及戴眼鏡者的比率 (即機率) 分別為

P (M) =
4, 000

5, 000
= 0.8, P (F ) =

1, 000

5, 000
= 0.2, P (G) =

1, 500

5, 000
= 0.3.

分析這類問題, 我們自然會遭遇到以下的問題 :

(1) 女生中戴眼鏡者的比率 (機率) 為若干?

(2) 戴眼鏡者中女生的比率 (機率) 為若干?

對於問題 (1), 我們必須先知道女生中多少人戴眼鏡, 亦即 #(F ∩G) =? 假定是 240 人,

則女生中戴眼鏡者的比率 (機率) 為

p1 =
#(F ∩G)

#F
=

240

1, 000
= 0.24.

圖 1–11

對於問題 (2), 我們已知道女生中 240 人戴眼鏡, 是以戴眼鏡者中女生的比率 (機率) 為

p2 =
#(F ∩G)

#G
=

240

1, 500
= 0.16.

在 p1 中, 若分子分母分別除以 #Ω = 5, 000, 則

p1 =
#(F ∩G)

#F
=

#(F ∩G)/#Ω

#F/#Ω
=

P (F ∩G)

P (F )
. �
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這種機率, 我們稱其為“給女生後, 戴眼鏡者之條件機率”, 於是我們乃有以下之定義 :

定義 1.18

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, A ∈ F , P (A) > 0, 則函數

P ( · |A) : F → [0, 1] : P (B|A) = P (B ∩ A)

P (A)

稱為給 A 後之條件機率 (測度) (conditional probability (measure) given A) , 而

P (B|A) 則稱為給 A 後, B 之條件機率 (conditional probability of B given A).

性質 : 若 A,B 均為事件, 且 P (A) > 0, 則

P (A ∩ B) = P (B|A) · P (A).

定理 1.19

定義 1.18 中之函數 P ( · |A) 為 (Ω, F) 上一機率測度.

證 顯然, ∀B∈F , P (B|A) ∈ [0, 1], 此乃說明函數 P ( · |A) 為妥當定義 (well-defined). 此

外,

1◦ P (Ω|A) = P (Ω ∩ A)

P (A)
= 1;

2◦ 若 {Aj}j ∈ N 為一兩兩互斥事件序列, 則

P
(+∞∑

j=1

Aj

∣
∣
∣ A

)

=
P
(

A
⋂
(
∑+∞

1 Aj

))

P (A)
=

P
(
∑+∞

1 (A ∩Aj)
)

P (A)

=

∑+∞
1 P (A ∩Aj)

P (A)
=

+∞∑

j=1

P (Aj|A). �

定理 1.20 [ 乘法定理(multiplication theorem) ]

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, A1, A2, · · · , An ∈ F , 且 P
(n−1⋂

j=1

Aj

)

> 0, 則

P
( n⋂

j=1

Aj

)

= P
(

An

∣
∣
∣

n−1⋂

j=1

Aj

)

· P
(

An−1

∣
∣
∣

n−2⋂

j=1

Aj

)

· · ·P (A2|A1) · P (A1).
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證 利用數學歸納法證明之. 當 n = 1 時, 原敘述顯然為真, 當 n = 2 時, 由定義 1.18 之後

的 『性質』 知 P (A1 ∩ A2) = P (A2|A1)P (A1) 亦為真; 假設 n = k 時原敘述為真, 往證

n = k + 1 時原敘述為真.

P
(k+1⋂

j=1

Aj

)

= P
(( k⋂

j=1

Aj

)
⋂
Ak+1

)

= P
(

Ak+1

∣
∣
∣

k⋂

j=1

Aj

)

· P
( k⋂

j=1

Aj

)

= P
(

Ak+1

∣
∣
∣

k⋂

j=1

Aj

)

· P
(

Ak

∣
∣
∣

k−1⋂

j=1

Aj

)

· · ·P (A2|A1) · P (A1). �

或許有人會問, 為什麼定理 1.16 稱為 「加法定理」, 而定理 1.20 稱為 「乘法定理」 ? 因為

集合論發展初期, 有人稱二集合之聯集 (union) 為二集合之和 (sum); 而稱二集合之交集 (in-

tersection) 為二集合之積 (product); 由於定理 1.16 恰為求事件 A1, · · · , An 聯集之機率, 故

稱為加法定理, 而定理 1.20 則為求事件 A1, · · · , An 交集之機率, 故稱為乘法定理.

例 2. 一盒子中置 12 球: 三藍四白五紅, 今以隨機不放回方式抽取四球, 試求:

(1) 第一球為藍, 第二球為白, 第三第四球均為紅之機率;

(2) 前三球為白, 第四球不為白之機率.

解 設球之集合為

T = {藍1, 藍2, 藍3, 白1, 白2, 白3, 白4, 紅1, 紅2, 紅3, 紅4, 紅5}.

則此試驗之樣本空間為

Ω = {(a, b, c, d) | a, b, c, d 相異 ∈ T}.

(1) 設

B1 = 事件 “第一球為藍色” = {(a, b, c, d) ∈ Ω | a 為藍 };
W2 = 事件 “第二球為白色” = {(a, b, c, d) ∈ Ω | b 為白 };
R3 = 事件 “第三球為紅色” = {(a, b, c, d) ∈ Ω | c 為紅 };
R4 = 事件 “第四球為紅色” = {(a, b, c, d) ∈ Ω | d 為紅 };
則第一球為藍, 第二球為白, 第三第四球均為紅之機率為

P (B1∩W2 ∩ R3 ∩R4)

= P (R4|B1 ∩W2 ∩ R3)P (R3|B1 ∩W2)P (W2|B1)P (B1)

=
4

9
· 5

10
· 4

11
· 3

12

=
2

99
.
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(2) 第四球不為白, 即為藍或為紅, 分別表為 B4 及 R4, 故所求機率為

P (W1 ∩W2 ∩W3 ∩ (B4 ∪ R4))

= P (B4 ∪R4|W1 ∩W2 ∩W3)P (W3|W1 ∩W2)P (W2|W1)P (W1)

=
8

9
· 2

10
· 3

11
· 4

12

=
8

495
.

這一類問題若以樹圖 (tree diagram) 加以說明, 則一目了然.

圖 1–12

上圖中第一欄之分數
3

12
,

4

12
,

5

12
分別表第一球抽得藍、 白或紅之機率; 第二欄之

2

11
表條件機率 : 「第一球抽得藍球後, 第二球再抽得藍球之條件機率」 , 亦即

P (B2|B1) =
2

11
, 其餘同理.

定理 1.21 [ 全機率定理 (Total probability theorem) ]

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, {Aj}j 為一至多可數互斥事件序列, 且 ∀ j, P (Aj) > 0,

若事件 B ⊂
∑

j Aj, 則

P (B) =
∑

j

P (B|Aj)P (Aj).

證 由於 B = B
⋂ ∑

j

Aj =
∑

j

(B ∩ Aj), (參閱圖 1–13 ), 故

P (B) =
∑

j

P (B ∩Aj) =
∑

j

P (B|Aj)P (Aj).
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圖 1–13 �

例 3. (續例 2 ) 試求抽出之第二球為紅之機率為若干?

解 設 B1,W1, R1 分別表事件第一球為藍色、 白色、 紅色, R2 表事件第二球為紅色, 顯然

B1 +W1 +R1 = Ω ⊃ R2, 由全機率定理知

P (R2) = P (R2|B1)P (B1) + P (R2|W1)P (W1) + P (R2|R1)P (R1)

=
5

11
· 3

12
+

5

11
· 4

12
+

4

11
· 5

12
, (參考例 2 之樹圖 )

=
55

132
=

5

12
.

提醒讀者注意, 此一機率與 P (R1) 相等. 當然我們可以繼續追下去, 第三球為紅之機率是

否仍是 5/12 呢? 計算稍為麻煩一點, 留給讀者自行思考. �

定理 1.22 [ Bayes 公式 ]

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, {Aj}j 為一至多可數互斥事件序列, 且 ∀ j, P (Aj) > 0,

若事件 B ⊂
∑

j Aj, 且 P (B) > 0, 則

P (Ak|B) =
P (B|Ak)P (Ak)

∑

j P (B|Aj)P (Aj)
,

內 Ak 為 {Aj}j 中之任一事件.

證 利用全機率定理,

P (Ak|B) =
P (Ak ∩ B)

P (B)

=
P (B|Ak)P (Ak)

∑

j P (B|Aj)P (Aj)
. �

本定理的用意是 : 如果諸條件機率 P (B|Aj) 已經知道 [亦稱為事前機率 (a priori proba-

bility) ], 則諸 P (Ak|B) 均可一一求出, [稱為事後機率 (a posteriori probability) ].

例 4. 甲乙丙三人在靶場射擊, 已知甲每射擊 50 發子彈時, 乙可射 53 發, 丙可射 60 發. 但命

中靶心率卻為 : 甲 0.75, 乙 0.72, 丙 0.7. 今三人 同時對同一靶射擊, 試問
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(1) 某子彈射中靶心之機率為若干 ?

(2) 其中一發命中靶心之子彈為乙所射擊之機率為若干 ?

解 設

A1 = 事件 “ 某子彈為甲所射擊 ”,

A2 = 事件 “ 某子彈為乙所射擊 ”,

A3 = 事件 “ 某子彈為丙所射擊 ”,

B = 事件 “ 某子彈射中靶心 ”.

(1) 某子彈射中靶心之機率為

P (B) =

3∑

j=1

P (B|Aj)P (Aj)

= 0.75× 50

163
+ 0.72× 53

163
+ 0.7× 60

163
= 0.722.

(2) 其中一發命中靶心之子彈為乙所射擊之機率為

P (A2|B) =
P (B|A2)P (A2)
3∑

j=1

P (B|Aj)P (Aj)

=
0.72× 53

163

0.75× 50

163
+ 0.72× 53

163
+ 0.7× 60

163

= 0.324. �

§ 1.6 獨立性

條件機率的概念啟示我們: 某一事件 A 之發生, 可能導致我們重新估另一事件 B 之機率,

亦即 『 B 發生之機率 』 與 『 給 A 後 B 之條件機率 』 可能不同; 但也可能事件 A 之發生並不

影響 B 之機率, 即 P (B) = P (B|A). 例如在第五節例 1 中, 戴眼鏡者之機率為 P (G) = 0.3,

而女生中戴眼鏡之機率為 P (G|F ) = 0.24, 二者並不相等, 今假設該校女生中有 300 人戴眼鏡

(而非 240 人 ), 則

P (G|F ) =
#(F ∩G)

#F
=

300

1000
= 0.3 = P (G).

此時

P (G|M) =
#(M ∩G)

#M
=

1500− 300

4000
= 0.3 = P (G).
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亦即, 男生中戴眼鏡之機率與全校戴眼鏡之機率亦為相同. 此乃說明, 戴眼鏡者之機率與性別無

關 (independent).

由此一觀念, 我們將界定二事件之獨立性. 首先, 當 P (B|A) = P (B) 時, 我們稱事件 A

與 B 為獨立, 但如此定義有點小問題,

©1 當 A = Ω, B = ∅ 時, 顯然 P (B|A) = 0 = P (B),

©2 當 A = ∅, B = Ω 時, 則 P (B|A) 無意義, 但 P (B) = 1.

由 ©1 我們說 A 與 B 為獨立, 即 Ω 與 ∅ 為獨立; 但由 ©2 我們卻說 B 與 A 不為獨立, 即 ∅

與 Ω 不為獨立.

為解決此一缺點, 我們將 P (B|A) = P (B) 改寫為
P (A ∩ B)

P (A)
= P (B), 移項之, 得

P (A ∩ B) = P (A)P (B), 而以之為獨立之定義, 則因為 A 與 B 之地位平等, 不致產生 A 與

B 為獨立而 B 與 A 不為獨立之困擾. 因此, 我們規定:

定義 1.23

事件 A與事件 B 稱為 (隨機)獨立 ((stochastically) independent), 並記為 A ⊥⊥ B,

如果

P (A ∩B) = P (A)P (B).

二事件若不滿足上述條件, 則稱其為相依事件 (dependent events).

定理 1.24

若事件 A 與 B 為獨立 , 則 A 與 ∁B , ∁A 與 ∁B , ∁A 與 B 均為獨立.

證 我們只證 A 與 ∁B 為獨立, 其餘同理. 由於 A = (A ∩B) + (A \B), 即有

P (A ∩B) + P (A \B) = P (A),

是以

P (A ∩ ∁B) = P (A \B)

= P (A)− P (A ∩ B)

= P (A)− P (A)P (B), ( ∵ A ⊥⊥ B )

= P (A)(1− P (B))

= P (A)P (∁B). �

圖 1–14
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初學機率之讀者, 往往希望能自圖形以了解 『獨立』 之概念, 我們在舉以下範例之前, 先聲

明: 能以圖形表達之情況相對較少, 最佳方法仍是以 『定義』 去處理有關獨立之問題.

例 1. 一骰子連擲兩次, 若 A 表事件 『 第一次點數大於 3 』,

B 表事件 『 第二次得 1 或 2 點 』, 即

Ω = {(a, b) | a, b ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}

= {(1, 1), (1, 2), · · · , (6, 6)},

A = {(a, b) ∈ Ω | a > 3},

B = {(a, b) ∈ Ω | b ∈ {1, 2}}.

則

A ∩B = {(4, 1), (4, 2), (5, 1), (5, 2), (6, 1), (6, 2)},

顯然

P (A ∩ B) =
6

36
=

3

6
· 2
6
= P (A)P (B).

圖形如右. �

圖 1–15

由二事件之獨立性, 自然會聯想到三個事件 A、B 與 C 之獨立性. 除了應具有兩兩獨立之

性質 :

P (A ∩ B) = P (A)P (B),

P (A ∩ C) = P (A)P (C),

P (B ∩ C) = P (B)P (C),

之外, A ∩ B 與 C, A ∪ B 與 C, A \B 與 C, B \ A 與 C, · · · 等均應為獨立, 如果以此為定

義, 顯然過於龐雜, 應用起來十分不便, 必須加以精簡. 精簡之道, 不在於捨棄某些條件, 而應找

到最少之條件, 使能與原意相對等者. 我們發現

P (A ∩B) = P (A)P (B),

P (A ∩ C) = P (A)P (C),

P (B ∩ C) = P (B)P (C),

P (A ∩B ∩ C) = P (A)P (B)P (C),

等四條件, 即可證明事件 C 與下列諸事件均為獨立:

A, B, A ∪ B, A ∩B, A \B, B \ A.
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當然事件 A 與 B、C 諸集合運算亦為獨立, 事件 B 與 A、C 諸集合之運算亦為獨立, 因此,

我們們正式界定如下:

定義 1.25

我們稱事件 A, B, C 為獨立, 如果滿足以下四條件 :

P (A ∩ B) = P (A)P (B),

P (A ∩ C) = P (A)P (C),

P (B ∩ C) = P (B)P (C),

P (A ∩ B ∩ C) = P (A)P (B)P (C).

我們知道, 當 P (A∩B) = P (A)P (B) 時, A 與 B 為獨立, 因此有人希望上述四條件能精

簡到只有 P (A ∩B ∩C) = P (A)P (B)P (C), 這是錯誤的, 因為此一條件不能蘊涵 A 與 B 為

獨立, 反例如下:

例 2. 設 Ω = {1, 2, 3, 4, 5}, F = P(Ω),

P{1} =
1

8
, P{2} = P{3} = P{4} =

3

16
, P{5} =

5

16
.

若 A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 4}, C = {1, 3, 4},
則雖有

P (A ∩B ∩ C) = P{1} =
1

8
,

P (A)P (B)P (C) =
(1

8
+

3

16
+

3

16

)3

=
1

8

= P (A ∩B ∩ C).

但是

P (A ∩ B) = P{1, 2} =
5

16
,

P (A)P (B) =
(1

8
+

3

16
+

3

16

)2

=
1

4
,

二者不等, 說明 A 與 B 並不為獨立, 因此 A, B, C

亦不為獨立. �

圖 1–16
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定義 1.26

(1) 設 A1, · · · , An 為 n 個事件, 若此 n 個事件中任何二個以上事件交集之機率等

於各事件機率之積, 則稱 A1, · · · , An 為獨立 . 更精確地說, A1, A2, · · · , An

應滿足

∀ k ∈ {2, 3, · · · , n}, ∀ j1, · · · , jk 相異 ∈ {1, · · · , n},

P (Aj1 ∩ · · · ∩ Ajk) = P (Aj1) · · ·P (Ajk).

(2) 設 {An}n∈N 為一事件序列, 若 ∀n ≥ 2, A1, · · · , An 為獨立, 則稱事件序列

A1, · · · , An, · · · 為獨立.

如果我們討論二個以上隨機試驗之“結合”, 我們可以借用獨立性觀念而建造出一個新的試

驗, 因而得一個新的機率空間. 此一討論可自二個機率空間開始推廣至 n 個乃至可數個, 最後到

任意個機率空間之積, Loève [11] §1 有很精彩的討論, 但對初學者並不很容易. σ 域是公設化

機率論的重要基石. 關於獨立的觀念, 我們第六章中還要加以討論, 到時我們不再限於事件之間

的獨立性.
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第一章 習 題

隨機試驗

1-1 試問以下諸試驗, 何者為命定, 何者為隨機 ? 若為隨機, 則寫出其樣本空間 .

(1) 觀察某一十字路口之一紅綠燈, 當紅燈亮時, 有多少人闖越 ;

(2) 觀察收到的信件上有無郵票 ;

(3) 觀察農曆每月十五日有月亮的夜晚是否必為月圓 ;

(4) 觀察每一列火車自台北至台南所費之時間 ;

(5) 觀察每次等公車之時間 ;

(6) 觀察每本書是否編上頁數 .

1-2 試舉出兩個命定試驗 (須非出自本書 ).

1-3 擲一錢幣, 若出現正面則再擲一次, 若為反面則擲一骰子. 試寫出此一試驗之樣本空間及

每一基本事件之機率.

1-4 某甲在其上班公司之一份年度報告中稱: 該公司 60 名新進人員中, 會游泳的 35 人, 會開

汽車 24 人, 會使用電腦的 25 人, 會游泳又會開車的 12 人, 會游泳又會使用電腦的 10

人, 會開車又會使用電腦的 8 人, 三者皆會的 7 人. 這份報告呈上後, 某甲即被上司判定

工作不力, 為何?

1-5 區間 [0, 3] 中隨機抽取二數.

(1) 寫出此試驗之樣本空間 ;

(2) 試求此二數之距離小於 1 之機率為若干 ?

σ 域

1-6 設 Ω = {1, 2, 3, 4}. 試列出 Ω 上三個不同之 σ 域 .

1-7 設 A, B, C 為 Ω 之三子集. C = {A, A ∪B, A ∩ C}. 試求 σ(C) = ?

1-8 若 F1 及 F2 為 Ω 上二 σ 域, 試問 : F1 ∩ F2,F1 ∪ F2 是否均為 Ω 上之 σ域 ? 證明或

反證之.
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1-9 設 C ⊂ D ⊂ P(Ω), D ⊂ σ(C). 試證 : σ(C) = σ(D).

1-10 設 C = {(−∞, x] | x ∈ R}, 試證 :

(1) ∀a ∈ R, (−∞, a) ∈ σ(C) ;
(2) σ(C) = B, (提示: 利用 1-9 題 ).

1-11 設 An = {x ∈ R | 0 < x < 1/n}, 內 n ∈ N. 試證 : lim
n→+∞

An = ∅.

1-12 設 An = [−1, sin(nπ/4)], 內 n ∈ N. 試求 : lim supAn 及 lim inf An.

1-13 設 {An}n, {Bn}n 為二集合序列, 試證 :

(1) lim sup(An ∪ Bn) = lim supAn ∪ lim supBn ;

(2) lim sup(An ∩ Bn) ⊂ lim supAn ∩ lim supBn ;

(3) 舉一列說明 (2) 小題之左右兩端未必相等.

1-14 設 {An}n 為一集合序列, 若令

sup
k≥n

Ak =
⋃

k≥n

Ak, inf
k≥n

Ak =
⋂

k≥n

Ak .

試證 :

(1) lim supAn = lim
n→+∞

(
sup
k≥n

Ak

)
;

(2) lim inf An = lim
n→+∞

(
inf
k≥n

Ak

)
.

1-15 試證 :

(1) ∁(lim supAn) = lim inf ∁An ;

(2) ∁(lim inf An) = lim sup ∁An .

1-16 設 A2n = A, A2n−1 = B, 內 n ∈ N. 試求 : lim supAn 及 lim inf An. 並問 {An}n 極

限是否存在?

1-17 設 Ω 為一可數集合, (例如 Ω = N ), 試證 :

F = {A ⊂ Ω | A 為有限或 ∁A 為有限 }

為 Ω 上一域, 但非一 σ 域 .

機率空間

1-18 設 A 與 B 為機率空間 (Ω, F , P ) 之事件. 試證 :

P (A△B) = P (A) + P (B)− 2P (A ∩ B).

內 A△B = (A \B) + (B \ A) 稱為 A 與 B 之 對稱差 (symmetric difference).
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1-19 設 P1, · · · , Pn, · · · 均為可測空間 (Ω, F) 上之機率測度.

(1) 若 αj > 0 且

n∑

j=1

αj = 1, 試證 :
n∑

j=1

αjPj 亦為 (Ω, F) 上一機率測度;

(2) 若正項級數

+∞∑

n=1

αn 之和為 1, 試證 :
+∞∑

n=1

αnPn 亦為 (Ω, F) 上一機率測度.

1-20 試將 Bertrand 之詭論表為三個機率空間.

1-21 設 A1, · · · , An, · · · 均為機率空間 (Ω, F , P ) 之事件, 試證 :

(1) P
( n⋃

j=1

Aj

)

≤
n∑

j=1

P (Aj) ;

(2) P (A1 ∩ A2) ≥ 1− P (∁A1)− P (∁A2) ;

(3) P
(+∞⋃

j=1

Aj

)

≤
+∞∑

j=1

P (Aj).

1-22 設 A1, · · · , Aj , · · · 均為機率空間 (Ω, F , P ) 之事件, 且 P (Aj) = 1, ∀ j ∈ N, 試證 :

P
(+∞⋂

j=1

Aj

)

= 1.

條件機率與獨立

1-23 有一副紙牌 52 張, 隨機不放回抽取三張. 試問 :

(1) 第二張為紅心之機率為若干 ?

(2) 第二張及第三張均為紅心之機率為若干 ?

1-24 某工廠有四部機器生產相同產品, 已知甲機器產量為乙機器之二倍, 乙為丙之 二倍, 丙為

丁之二倍, 且甲、 乙、 丙及丁各有 5%, 4%, 3%, 2% 之不良品, 今隨機抽取一件, 發現其為

不良品, 試問此一產品為甲機器所生 產之機率為若干 ?

1-25 擲二骰, 設 A 表第一骰出現奇數, B 表第二骰出現偶數, C 表二骰之 和為偶數. 證明 :

A ⊥⊥ B,B ⊥⊥ C,C ⊥⊥ A, 但 A, B, C 不為 獨立.

1-26 擲二骰, 設 A 表第一骰出現偶數, B 表二骰之和為 4, C 表二骰點數之差小於 3, 證明:

P (A ∩ B ∩ C) = P (A)P (B)P (C), 但 A, B, C 不為獨立.

1-27 設 A1, · · · , An 均為獨立之事件, 證明 :

P
( n⋃

j=1

Aj

)

= 1− (1− P (A1)) · · · (1− P (An)).

1-28 設事件 A1, A2 分別與事件 B 為獨立 .

(1) 若 A1 與 A2 為互斥, 證明: A1 ∪ A2 與 B 為獨立 ;

(2) 若 A1 與 A2 不為互斥, 證明: A1 ∪ A2 與 B 未必為獨立 .



Chapter 2

隨機變數

§ 2.1 隨機變數

公設化之機率空間定義的主要目的, 乃利用嚴格的數學形成來探討隨機事件的規則性. 由

於樣本空間內之元素通常僅以一可以識別之符號 (如 a, b, c 等), 很少將該元素之全部屬性均予

表出, 因此, 我們很難迅速加以分類整理, 進行分析其中存在之規則. 是以有必要加以簡化, 針對

我們所欲了解的性質加以分類, 其中最常用的分類乃是數量性的 (quantitative). 數量性資料除

了有序數性之外, 尚有基數性, 數與數之間可以比較大小, 也可以施行四則運算, 增加我們對於

事件規則的了解.

例如一錢幣連擲十次, 則其樣本空間為

Ω = {(a1, · · · , a10) | ∀ j ∈ {1, 2, · · · , 10}, aj ∈ {H, T}}.

Ω 內共有 210 = 1024 個元素, 我們若僅希望了解每一結果 (a1, · · · , a10) 內正面出現之次數及

其機率, 而不十分關心到底 H 與 T 是如何排列, 則可設函數

X : Ω → R : X(a1, · · · , a10) = “ (a1, · · · , a10) 中 H 出現之次數 ”.

此時, 顯然 X 之值域為 A = {0, 1, · · · , 10} (又稱為 X 之樣本空間 ). 至於 A 中各元素之機

率, 我們將於稍後詳細討論. 這種自樣本空間映至實數系的函數, 通常乃為表示各元素之某一項

特徵 (characteristic), 我們稱其為一隨機變數. 為避免可能的困擾, 我們將採取嚴格的數學形

式做為隨機變數之正式定義.

圖 2–1

45
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定義 2.1

(1) 設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, B 為一維 Borel 域. 我們稱 X 為 Ω 上一隨機變

數 (random variable), 簡為 r.v., 如果

{

X : Ω → R, 且

∀B ∈ B , X−1(B) ∈ F ;

此時 X 之值域 X(Ω) 稱為 X 之樣本空間.

(2) 設 (Ω, F), (Ω′, F ′) 皆為可測空間, 我們稱 X 為 (F , F ′) 可測 (measurable), 如

果 {

X : Ω → Ω′, 且

∀B ∈ F ′, X−1(B) ∈ F .

隨機變數的原始意義, 只是將非數量性集合 Ω, 轉換為數量性集合 R, 並不需其他條件, 但

在上述定義中我們增加了一個很強的條件: ∀B ∈ B , X−1(B) ∈ F , 它究竟有何用意? 在系

2.4 之後, 我們再詳細說明. 如果讀者細心一點, 不難發現上述定義中的 (1) 是 (2) 的特例, 更

清楚地說: 所謂隨機變數只是自 Ω 映至 R 的 (F ,B) 可測函數. 隨機變數在機率論中之重要性

正如實值實變函數在微積分中之份量.

在 《 機率論 》 中我們常需涉及集合論中之 『像原』 觀念, 在此不妨稍加回顧.

設 f : A → B 為一函數, 若 T ⊂ B, 則集

合

f−1(T ) = {x ∈ A | f(x) ∈ T}

稱為 T 之 f 像原 (inverse image), 例如 :

f : R → R : f(x) = x2, 則

f−1[1, 2] = {x ∈ R | x2 ∈ [ 1, 2 ] }

= [−
√
2,−1 ] ∪ [ 1,

√
2 ].

如右圖所示. 圖 2–2

關於像原, 以下性質常被引用, 利用像原之定義, 不難證得. 以下諸集合 S, T, Tj 皆為 B

之子集, J 為足碼集合, 有限或無限皆可.

(1) f−1(S ∪ T ) = f−1(S) ∪ f−1(T );

(2) f−1(S ∩ T ) = f−1(S) ∩ f−1(T );

(3) f−1(S \ T ) = f−1(S) \ f−1(T );
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(4) f−1
(⋃

j∈J
Tj

)

=
⋃

j∈J
f−1(Tj);

(5) f−1
(∑

j∈J
Tj

)

=
∑

j∈J
f−1(Tj);

(6) f−1
(⋂

j∈J
Tj

)

=
⋂

j∈J
f−1(Tj).

例 1. 設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, 則常數隨機變數

X : Ω → R : X(ω) = c

乃一隨機變數.

證 對於 B ∈ B, 若 c ∈ B, 則 X−1(B) = Ω. 若 c 6∈ B, 則 X−1(B) = ∅. �

例 2. 設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, 若 A 為一事件, 則函數

X = IA : Ω → R : IA(ω) =

{
1, 若 ω ∈ A,

0, 否則.

乃一隨機變數.
[

在 《 微積分 》 中我們稱 IA 為 A 之指標函數 (indicator function) ∗ ]

圖 2–3

證 對於 B ∈ B,

1◦ 若 0 ∈ B, 1 6∈ B, 則 (IA)
−1(B) = ∁A ;

2◦ 若 1 ∈ B, 0 6∈ B, 則 (IA)
−1(B) = A ;

3◦ 若 0, 1 ∈ B, 則 (IA)
−1(B) = Ω ;

4◦ 若 0, 1 6∈ B, 則 (IA)
−1(B) = ∅ . �

∗ 有些學者稱 IA 為 A 之特徵函數, 但機率論中“ 特徵函數 ” 一詞另有所指, 詳見第五章.
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關於二隨機變數之間的對等關係, 我們將採取 『更機率的』規定, 我們稱二隨機變數 X 與 Y

為殆必相等(almost surely equal), 如果存在一機率為零之事件 N 使得 ∀ω ∈ Ω \N, X(ω) =

Y (ω), 並記為 X = Y a.s. 或 X =
a.s.

Y , 同理, 我們亦可規定 「 殆必小於」 X < Y a.s., 「 殆必

非負」 X ≥ 0 a.s. 等等, 凡是 「除了一機率為零之事件外, 都成立的性質」 均可以 a.s. 觀念處

理之.

定理 2.2

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, 則函數

PX : B → [0, 1] : PX(B) = P (X−1(B))

為 (R, B) 上一機率測度. (我們稱此一機率測度為 X 之機率分配函數 (probability

distribution function)).

證 由於

1◦ PX(R) = P (X−1(R)) = P (Ω) = 1;

2◦ 若 {Bj}j 為 B 上一互斥序列, 則

PX

(+∞∑

j=1

Bj

)

= P

(

X−1

(+∞∑

j=1

Bj

))

= P

(+∞∑

j=1

X−1(Bj)

)

, (像原性質 )

=

+∞∑

j=1

P (X−1(Bj))

=

+∞∑

j=1

PX(Bj).

故知 PX 為 (R, B) 上一機率測度. �

定理 2.3

設 X : Ω → Ω′, C ⊂ P(Ω′), 則 σ(X−1(C)) = X−1(σ(C)), 其中

X−1(C) = {X−1(B) | B ∈ C }.

證 證明稍深, 參閱附錄三. �
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系 2.4

設 X : Ω → R, 則 X 為 Ω 上一隨機變數之充要條件為

∀ a ∈ R, {ω ∈ Ω | X(ω) < a} ∈ F .

證 1◦ 後者顯然為前者之必要條件.

2◦ 次證, 若 ∀ a ∈ R, {ω | X(ω) < a} ∈ F , 則 ∀B ∈ B, X−1(B) ∈ F . 亦即證明

X−1(B) ⊂ F . 為此, 設 C = {(−∞, a) | a ∈ R}, 而我們知道 σ(C) = B , 故

X−1(B) = X−1(σ(C))

= σ(X−1(C)), (由定理 2.3, )

⊂ F , (†)

(†) 由原設 ∀ a ∈ R, {ω | X(ω) < a} ∈ F , 知所有 X−1(−∞, a) 均為 σ 域 F 之

元素. �

隨機變數的設計是將非數量性集合 Ω 轉換至 R 上. 自然我們會想到這些經由 X 映過來

的點集之 「 機率」 又是如何 ? 例如 : Ω 表全世界的大學生, X 為身高函數, 我們會問 : 身高

在 [170, 175] (單位: 公分) 之機率為若干? 更明確地說, R 上是否也可以建立一個機率空間 ?

首先, 選擇什麼集合做為 R 上的 σ 域最為恰當? 如果選擇 {∅,R}, 實在沒什麼用, 如果選擇

P(R), 由於其內存在實變函數論中所謂不可測集合 A, 我們不能測度其長度 (Lebesgue 觀念),

對於一般函數 f , 也不能求積分
∫

A
f , 我們希望至少能討論 R 上某區間 I 上之機率為若干, 因

此, 其 σ 域最好是由所有區間之集合 {I | I 為實數區間} 所產生者, 也就是一維 Borel 域 B.
(另一個選擇是 M, 這是所有 Lebesgue 可測集合所成之 σ 域, 但在討論隨機變數之變換時會

遭遇一些困難, 而它與 B 差異很微小, 因此我們仍選擇 B ). 最後我們利用定理 2.2 中的 PX 做

為機率測度, 就可以得到 R 上的機率空間 (R,B, PX). 回頭來看隨機變數 X , 如果它不滿足

∀B ∈ B, X−1(B) ∈ F , 那麼定理 2.2 中所界定的 PX 就有問題, 因為 PX(B) = P (X−1(B))

中的 X−1(B) 未必屬於 F , 其機率 P (X−1(B)) 也就沒有意義. 這就是為什麼定義 2.1 中的隨

機變數 X 需要條件 “ ∀B ∈ B, X−1(B) ∈ F ”.

在機率論中, 有部分符號與純粹數學常用符號相異, 而且經常使用, 希望讀者細心體會, 自

然熟能生巧, 運用自如.
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設 X 與 Y 為 Ω 上之隨機變數, a, b ∈ R, 我們規定 :

{X ∈ B} = X−1(B) = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B},

{X ≤ a} = X−1(−∞, a] = {ω ∈ Ω | X(ω) ≤ a},

{X < a} = X−1(−∞, a) = {ω ∈ Ω | X(ω) < a},

{a ≤ X ≤ b} = X−1[a, b] = {ω ∈ Ω | a ≤ X(ω) ≤ b}.

{X ≤ a, Y ≤ b} = {X ≤ a} ∩ {Y ≤ b},

其餘類推.

上面已詳細說明隨機變數定義中需要條件 ∀B ∈ B, X−1(B) ∈ F , 這種定義方法, 稱為

敘述性定義 (descriptive definition). 在往後有關期望值的討論中, 敘述性定義非但毫無幫助,

甚至常是一種阻礙. 因此, 有必要尋找其對等條件, 也就是所建構性定義 (constructive defini-

tion).

定義 2.5

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間.

(1) 若 A1, A2, · · · , An 均為事件, 則指標函數 IA1
, IA2

, · · · , IAn
之線性組合

X =

n∑

j=1

xjIAj
,

稱為一簡單隨機變數 (simple r.v.), 其中 x1, · · · , xn ∈ R.

(2) 設 X 為 Ω 上一隨機變數, 我們稱函數

X+ : Ω → R+ : X+(ω) = max{X(ω), 0}

為 X 之正部分 (positive part). 而函數

X− : Ω → R+ : X−(ω) = max{−X(ω), 0}

則稱為 X 之負部分 (negative part); 顯然 X = X+ −X−.

圖 2–4
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如果隨機變數 X 之值域為一有限集合, 我們可令

X(Ω) = {x1, x2, · · · , xn}, Aj = X−1{xj}, ∀ j ∈ {1, · · · , n}

(參見圖 2–4 ), 則 X 可表為指標函數 IAj
之線性組合 X =

∑n
j=1 xjIAj

, 因此 X 為一簡單隨

機變數; 反之, 若 X 為一簡單隨機變數, 顯然其值域為有限.

定理 2.6

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, 函數 X : Ω → R, 則以下二敘述為對等 :

I. X 為一非負隨機變數 ;

II. 存在一非負簡單隨機變數序列 {Xn}n 使得 Xn ↑ X , 意即:

∀n ∈ N, Xn ≤ Xn+1 且 ∀ω ∈ Ω, lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω).

證 證明冗長, 參閱附錄四. �

本定理將在第四章中用以界定 『期望值』.

定理 2.7

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數.

(1) 若函數 h : R → R 為 (B,B) 可測 (亦稱 h 為 Borel 可測 ), 則合成函數 h ◦X
為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數 ;

(2) 若函數 h : R → R 為連續, 則 h ◦X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數 .

證 (1) 由於

B ∈ B ⇒ h−1(B) ∈ B, (因 h 為可測 )

⇒ X−1(h−1(B)) ∈ F , (因 X 為 r.v. )

⇒ (h ◦X)−1(B) ∈ F .

是以 h ◦X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數.
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(2) 令 Y = h ◦X , 利用系 2.4, 只需證明 : ∀ a ∈ R, Y −1(−∞, a) ∈ F ; 而

(−∞, a) 為一開集 ⇒ h−1(−∞, a) 為一開集, (因 h 為連續 )

⇒ h−1(−∞, a) =
+∞⋃

j=1

Ij ,
[⋆]

⇒ Y −1(−∞, a) = X−1(h−1(−∞, a)) = X−1
( +∞⋃

j=1

Ij

)

=

+∞⋃

j=1

X−1(Ij) ∈ F .

[⋆] Ij 皆為開區間, 參見Wheeden & Zygmund, Measure and Integral, Theorem

1.10. �

系 2.8

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, 則 X + c, cX, Xn, [X ] 及 |X|r 均為隨機變數 ,

其中 c 為一常數 , n 為一自然數 , r 為一正數 , [ · ] 為高斯符號 .

證 1◦ 令 h : R → R : h(x) = x+ c, 顯然 h 為連續且 h ◦X = X + c;

2◦ 令 h : R → R : h(x) = cx, 顯然 h 為連續且 h ◦X = cX ;

3◦ 令 h : R → R : h(x) = xn, 顯然 h 為連續且 h ◦X = Xn;

4◦ 令 h : R → R : h(x) = [x], h 雖不為連續但為可測且 h ◦X = [X ];

5◦ 令 h : R → R : h(x) = |x|r, 顯然 h 為連續且 h ◦X = |X|r. �

如果 X 與 Y 均為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, 則 X + Y, X − Y, XY 及 X/Y 亦均為隨

機變數, (最後一個, 二隨機變數之商, 有點兒限制 ), 我們將在下一章中討論和證明.

§ 2.2 隨機變數之分配函數

隨機變數將機率空間 (Ω, F , P ) 轉換為一量化機率空間 (R,B, PX) 後, 對於機率之計算

及討論仍限於理論階段, 在機率分配函數 PX 問世之前, 已有所謂 『機率密度函數』 及 『累積分

配函數』 這兩個較為容易處理的觀念, 我們將用以計算機率、 期望值及其他相關問題.
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定義 2.9

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, 則函數

FX : R → [0, 1] : FX(x) = P{X ≤ x} = PX(−∞, x]

稱為 X 之(累積)分配函數 ((cumulative) distribution function) 簡為 c.d.f. 或 d.f.,

若無誤解之可能時, FX 亦常寫為 F .

定理 2.10

設 F 為隨機變數 X 之分配函數, 則

(1) F 為一不減函數 (non-decreasing function);

(2) F 為一右連續函數;

(3) lim
x→−∞

F (x) = 0; lim
x→+∞

F (x) = 1 .

(有些學者寫為 F (−∞) = 0, F (+∞) = 1, 有妄用數學符號之虞 ).

證 (1) 若 x1, x2 ∈ R 且 x1 < x2, 則 (−∞, x1] ⊂ (−∞, x2], 是以

F (x1) = PX(−∞, x1] ≤ PX(−∞, x2] = F (x2).

(2) 由於

F 為右連續⇔ ∀ p ∈ R, lim
x→p+

F (x) = F (p)

⇔ (∀ p ∈ R)
(

∀{xn}n ↓ p ⇒ lim
n→+∞

F (xn) = F (p)
)

.

故只需證明最末敘述即可. 因為

lim
n→+∞

F (xn) = lim
n→+∞

PX(−∞, xn]

= PX( lim
n→+∞

(−∞, xn]), (因 PX 為一機率測度 )

= PX

(+∞⋂

n=1

(−∞, xn]
)

, ( ∵ {xn}n ↓ p )

= PX((−∞, p]) = F (p).

是以 F 為一右連續函數.

(3) 由於

lim
x→−∞

F (x) = 0 ⇔
(

∀{xn}n ↓ −∞ ⇒ lim
n→+∞

F (xn) = 0
)

.
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但因

lim
n→+∞

F (xn) = lim
n→+∞

PX(−∞, xn] = PX( lim
n→+∞

(−∞, xn])

= PX

( +∞⋂

n=1

(−∞, xn]
)

= PX(∅) = 0.

是以證得 lim
x→−∞

F (x) = 0. 同理可證 lim
x→+∞

F (x) = 1. �

本定理之逆敘述亦為真, 亦即, 若函數 F : R → [0, 1] 滿足條件 (1) 不減, (2) 右連續,

(3) lim
x→−∞

F (x) = 0; lim
x→+∞

F (x) = 1, 則存在一隨機變數 X 使得 F 為 X 之分配函數. 證明

係利用測度論觀念, 從略; 讀者可參閱 Laha & Rohagi [10], p.5.

為使讀者易於掌握分配函數之性質, 我們先舉一範例.

例 1. 設 Fj : R → [0, 1], j = 1, 2, 3, 4,

F1(x) =







0, 若 x < 0,

x/2, 若 0 ≤ x < 2,

1, 若 2 ≤ x;

F2(x) =

{
0, 若 x < 3,

1, 若 x ≥ 3;

F3(x) =

{
0, 若 x < 0,

1− ax, 若 x ≥ 0,
(內 0 < a < 1; )

F4(x) =







0, 若 x < 0,

(1 + x2)/2, 若 0 ≤ x < 1,

1, 若 1 ≤ x.

試繪出各 Fj 之圖形, 並問各 Fj 是否為一累積分配函數?

解 各 Fj 之圖形如下 :

圖 2–5
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此四函數皆滿足 (1) 不減, (2) 右連續, (3) lim
x→−∞

F (x) = 0; lim
x→+∞

F (x) = 1, 因此皆為

累積分配函數. �

定理 2.11

設 F 為隨機變數 X 之分配函數. 則

(1) 若 a, b ∈ R 且 a < b, 則 P{a < X ≤ b} = F (b)− F (a) .

(2) F 於任一點之左極限均存在, (但未必等於 F 在該點之值).

(3) 若 p ∈ R, 則 P{X = p} = F (p)− F (p−).

證 (1) 利用 PX 之定義 ,

P{a < X ≤ b} = P{X ∈ (a, b]}

= PX(a, b]

= PX(−∞, b]− PX(−∞, a]

= F (b)− F (a).

(2) 因 F 為一有界之不減函數, 故 ∀ p ∈ R,

F (p−) = sup{F (x) | x < p }.

(3) 設 ∀{xn}n ↑ p, 則 {p} =
+∞⋂

n=1

(xn, p] = lim
n→+∞

(xn, p], 是以

P{X = p} = P{X ∈ {p}}

= PX{p} = PX( lim
n→+∞

(xn, p])

= lim
n→+∞

PX(xn, p]

= lim
n→+∞

(F (p)− F (xn)), (由 (1) )

= F (p)− lim
n→+∞

F (xn)

= F (p)− F (p−).

隨機變數 X 之機率分配函數 PX 與累積分配函數 FX 所欲解決之問題完全一致, 二者均

用以表現在實數系 R 上之機率測度而已. 在二十世紀之前, 測度觀念尚不完全清楚, 因此累積

分配函數所扮演之角色十分重要, 但在二十世紀之後, PX 已取代了 FX 的一些功能.
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§ 2.3 隨機變數之分類

由於計算機率的方式, 在傳統上分 「點機率」 及 「區間機率」, 也就是所謂離散型及連續型之

別, 我們將以更嚴密的方式界定如下 :

定義 2.12

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, F 為 X 之分配函數.

(1) 我們稱 X 為離散型 (discrete type), 如果存在一至多可數集合 A ⊂ R 使得

P{X ∈ A} = 1. 此時, 令函數

fX : R → [0, 1] : fX(x) = P{X = x} =

{

P{X = x}, 若 x ∈ A,

0, 若 x ∈ R \ A,

而稱其為 X 之(機率)密度函數 (probability density function or probability

mass function), 簡為 p.d.f. 或 p.m.f. 若無誤解之可能, fX 亦 常寫為 f .

(2) 我們稱 X 為連續型 (continuous type), 如果其累積分配函數 F 為一連續函數.

(3) 我們稱 X 為絕對連續型 (absolutely continuous type), 如果其累積分配函數 F

為一絕對連續函數. 意即: F : R → [0, 1] 滿足

∀ ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀ a1, b1, · · · , an, bn ∈ R, a1 < b1 < a2 · · · < an < bn,
( n∑

j=1

(bj − aj) < δ ⇒
n∑

j=1

|F (bj)− F (aj)| < ǫ

)

.

註 : 當 X 為離散型時, 我們稱上述的 fX 為機率密度函數, 然而此一名詞並不是被普遍接受

的, 有些人稱其為機率函數, 有些人稱其為機率質量函數. 至於絕對連續型之隨機變數, 上

述定義雖然漂亮, 對於未學過實變函數論的讀者而言實在太深, 稍後我們有更方便的對等

條件可以使用.

定理 2.13

設 X 為一離散型隨機變數, 即存在一有限或可數集合 A ⊂ R 使得 P{X ∈ A} = 1.

若 A 無聚點 (accumulation point), 則 X 之分配函數 F 為一階梯函數.
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圖 2–6 離散型隨機變數之累積分配函數

證 只證 A 為有限之情形, 餘仿之. 設 A = {x1, · · · , xn}, x1 < · · · < xn, 次令

x0 = −∞, xn+1 = +∞, 則 ∀ t ∈ (xk−1, xk), k = 1, · · · , n+ 1,

F (t) = P{X ≤ t} =

{

0, 若 k = 1,

f(x1) + · · ·+ f(xk−1), 若 k > 1,

顯然 F 在每一開區間 (xk−1, xk) 上均為常數函數, 故 F 為一階梯函數. �

定理 2.14

隨機變數 X 為連續型之充要條件為 ∀ p ∈ R, P{X = p} = 0.

證 隨機變數 X 為連續型

⇔ F 為連續函數

⇔ ∀ p ∈ R, F 為左連續於 p, 且 F 為右連續於 p

⇔ ∀ p ∈ R, F 為左連續於 p, (因 F 之右連續性恆真 )

⇔ ∀ p ∈ R, F (p) = F (p−)

⇔ ∀ p ∈ R, P{X = p} = 0, (定理 2.11 ). �

定理 2.15

隨機變數 X 為絕對連續型之充要條件為, 存在一 Lebesgue 可積函數 fX : R → R+

滿足 ∀B ∈ B, P{X ∈ B} =

∫

B

fX(x) dx.



2.3 隨機變數之分類 58

證 證明屬於實變函數論範疇, 有興趣讀者請參閱 Royden [15], § 5.4. �

圖 2–7

定義 2.16

設 X 為一絕對連續型隨機變數, 則定理 2.15 中之 Lebesgue 可積函數 fX : R → R+

稱為 X 之(機率)密度函數 (probability density function). 簡為 p.d.f. 若無誤解之可

能, fX 亦常寫為 f .

定理 2.17

絕對連續型之隨機變數必為連續型.

證 X 為絕對連續型 ⇔ F 為絕對連續函數

⇒ F 為連續函數, (由絕對連續之定義 )

⇔ X 為連續型. �

一絕對連續型之隨機變數必為連續型, 但其逆不真, 因為存在連續之分配函數 F , 但其並非

絕對連續, (這種函數係利用 Cantor 三進點集而定義得來. 詳見第六節奇異分配 ). 不過這種非

絕對連續型之連續型隨機變數, 對於初學機率論者用途不大, 是以今後在沒有誤解之可能時, 我

們常稱 「絕對連續型」 之隨機變數與其分配為 「連續型」.

定理 2.18

設 X 為絕對連續型隨機變數, f 為其密度函數, g : R → R+, 則 g 為 X 之密度函數

之充要條件為 f = g a.e.†

證 1◦ 若 f = g a.e., 則 ∀B ∈ B,
∫

B

g(t) dt =

∫

B

f(t) dt = P{X ∈ B}.

是以 g 亦為 X 之密度函數.

† a.e.= almost every (殆遍), 意即: 集合 {x ∈ R | f(x) 6= g(x)} 為零測度.
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2◦ 若 g 為 X 之密度函數, 則 ∀B ∈ B,
∫

B

g(t) dt = P{X ∈ B} =

∫

B

f(t) dt.

利用 Lebesgue 積分性質, (見 Royden [16], § 5.4. ), 可證得: f = g a.e. �

以下定理十分有用, 我們可以由某絕對連續型隨機變數之密度函數以求分配函數; 下一個定

理則可以由分配函數以求密度函數.

定理 2.19

設 F 為絕對連續型隨機變數 X 之分配函數, f : R → R+, 則

( f 為 X 之密度函數 ) ⇔
(

∀ x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt

)

.

證 1◦ 若 f 為 X 之密度函數. 則 ∀ x ∈ R,

F (x) = P{X ≤ x} = P{X ∈ (−∞, x]} =

∫ x

−∞
f(t) dt.

圖 2–8 由密度函數求分配函數

2◦ 因 X 為絕對連續型, 故必存在一 Lebesgue 可積函數 g : R → R+ 滿足

∀B ∈ B, P{X ∈ B} =

∫

B

g(t) dt. 亦即有

∀ x ∈ R, F (x) = P{X ≤ x} =

∫ x

−∞
g(t) dt,
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故

∀ x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt

⇒
∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ x

−∞
g(t) dt, ∀ x ∈ R

⇒
∫ x

−∞
(f(t)− g(t)) dt = 0, ∀ x ∈ R

⇒ f = g a.e. , (參閱 Royden [16] § 5.3 )

⇒ f 為 X 之密度函數. (定理 2.18 ). �

定理 2.20

設 F 為絕對連續型隨機變數 X 之分配函數, 若令

f : R → R+ : f(x) =

{
F ′(x), 若 x ∈ A,

0, 若 x 6∈ A,

內 A = {x ∈ R | F ′(x) 存在 }. 則 f 為 X 之密度函數.

證 因為 F 為絕對連續函數, 故由 Royden [16] § 5.4 知, F 為 a.e. 可微, 且

∀ x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞
F ′(t) dt,

是以

∀ x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt, ( ∵ f = F ′ a.e. )

由定理 2.18 知, 函數 f 為 X 之密度函數. �

本定理之用途是 : 當 F 為一絕對連續型分配函數, 我們可利用上述公式以求得密度函數.

許多初等機率論或統計學之書本常有以下的敘述 :若 F 為絕對連續型隨機變數 X 之分配函數,

則 f(x) = F ′(x) 為 X 之密度函數. 這是錯誤的, 因為有很多 F 僅為 a.e. 可微, 未必為可微.

本章第五節的均勻分配就是最好的反例.

§ 2.4 常用離散型隨機變數

(一) 二項分配 (binomial distribution)

一隨機試驗若恰有二種可能之結果, 我們稱其為一Bernoulli 試行 (trial). 例如某君在棒

球場上之一次打擊, 其結果為安打或非安打; 某甲之一次投籃, 只有 『進』與 『不進』; 我們丟一次
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銅板, 其結果只可能為正面或反面. 更精確地說, 一袋子, 內白球與黑球各若干 (未必相等), 隨機

抽取一球, 取得白球曰成功,簡為 S, 其機率為 p; 取得黑球曰失敗,簡為 F , 其機率為 q = 1−p.

若以機率空間模式表之, 則 Ω = {S, F}, p = P{S}, q = P{F}, 如果函數 X 表成功之次數,

應有

X : Ω → R : X(S) = 1, X(F ) = 0,

P{X = 1} = P{S} = p,

P{X = 0} = P{F} = q = 1− p.

其次, 若重複實行 Bernoulli 試行 n 次, 其中任何二試行均無關聯, 以袋子抽球為例, 吾人

以 「 放回」 方式隨機抽取 n 個, 則

• 樣本空間為 Ω = {(a1, a2, · · · , an) | ∀ j ∈ {1, · · · , n}, aj ∈ {S, F}} .

• σ 域為 F = P(Ω), (因為 #Ω = 2n 有限 ) .

• 機率測度為 P : F → [0, 1] : P{(a1, · · · , an)} = pxqn−x.

(內 x 為 (a1, a2, · · · , an) 中成功之次數 ).

令

X : Ω → R : X(a1, a2, · · · , an) = “(a1, a2, · · · , an) 中成功之次數”,

則

(1) X 為一隨機變數, (此因 F = P(Ω) );

(2) X 為離散型, 因若令 A = X(Ω) = {0, 1, · · · , n}, 則 P{X ∈ A} = P (Ω) = 1. 此時,

函數

f : R → [0, 1] : f(x) = P{X = x} =







(
n

x

)

pxqn−x, 若 x ∈ A,

0, 若 x ∈ R \ A,

乃為 X 之機率密度函數. 其中, 當 x ∈ A 時, P{X = x} =

(
n

x

)

pxqn−x 之理由是 : 由

於事件

{X = x} =
{
(a1, a2, · · · , an) ∈ Ω

∣
∣ 恰有 x 個 aj 為 S, 其餘為 F

}

中之任一元素, 例如,

(S, · · · , S
︸ ︷︷ ︸

x 個

, F, · · · , F
︸ ︷︷ ︸

n− x 個

)

發生之機率均為 px(1−p)n−x,而 {X = x} 內共有

(
n

x

)

=
n!

x!(n− x)!
種情形. 此種分配

稱為二項分配 或 B(n, p) 分配, 並稱 X 為 二項隨機變數 (binomial random variable);
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常寫為 X ∼ B(n, p). 當 X ∼ B(1, p) 時, 亦稱 X 具 Bernoulli 分配, 稍早提及之指標

函數 IA 即具 B(1, p) 分配, 其中 p = P (A).

例 1. 設 X ∼ B(10, 0.27), 試求 X 之 d.f. 及 p.d.f. 並繪出其圖形.

解 X 之密度函數為

f : R → [0, 1] : f(x) =







(
10

x

)

0.27x 0.7310−x, 若 x ∈ {0, · · · , 10},

0, 否則.

我們可利用以下方法以求上述 p.d.f. 及 d.f. 之值.

(1) 利用計算器.

(2) 利用二項分配之表 (table); 許多機率論及統計學之書均附有二項分配之累積分配函

數之表, 當然 n 及 p 都有限制, 本例中 p = 0.27, 很多書本就找不到, 換言之, 此一

方法不是萬靈丹.

(3) 利用電腦; 很多軟體提供極方便的計算並繪出相當美觀的圖形, 比較簡單的有 Math-

CAD, Excel, Minitab 等, 另有統計專用的軟體, 如 SAS, SPSS 等使用起來十分

方便而精確, 讀者不妨參考該軟體之手冊自可迎刃而解. (以下數值係利用 Excel 算

出 ).

F (x) f(x)

F (0) = 0.0430, f(0) = 0.0430,

F (1) = 0.2019, f(1) = 0.1590,

F (2) = 0.4665, f(2) = 0.2646,

F (3) = 0.7274, f(3) = 0.2609,

F (4) = 0.8963, f(4) = 0.1689,

F (5) = 0.9713, f(5) = 0.0750,

F (6) = 0.9944, f(6) = 0.0231,

F (7) = 0.9993, f(7) = 0.0049,

F (8) = 0.9999, f(8) = 0.0007,

F (9) = 1.0000, f(9) = 0.0001,

F (10) = 1.0000, f(10) = 0.0000,
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是以 X 之 p.d.f. 及 c.d.f. 圖形分別如下 :

圖 2–9

例 2. 某君喜愛籃球, 聲稱其每投六球至少進一球之機率為 0.9, 試求其每投一球之進球率為若

干 ? 並求投六球至少進三球之機率.

解 (1) 設每投一球之進球率為 p, 投 n = 6 球之進球數為隨機變數 X , 顯然 X ∼ B(6, p),

其密度函數為

f : R → [0, 1] : f(x) = P{X = x} =







(
6

x

)

pxq6−x, 若 x ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},

0, 否則,

由題意知每投六球至少進一球之機率為 0.9, 故

P{X ≥ 1} = 0.9 ⇔ 1− P{X ≥ 1} = 1− 0.9 = 0.1

⇔
(
6

0

)

p0(1− p)6−0 = 0.1

⇔ 1− p = 0.6813 ⇔ p = 0.3187.

是以每投一球之進球率為 0.3187.

(2) 投六球至少進三球之機率為

P{X ≥ 3} = 1− [f(0) + f(1) + f(2)]

= 1−
[(6

0

)

0.31870 0.68136 +

(
6

1

)

0.31871 0.68135

+

(
6

2

)

0.31872 0.68134
]

= 1−
(
0.1000 + 0.2807 + 0.3283

)
= 0.2911. �
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(二) Poisson 分配

1837 年 Poisson 發表了一篇有關機率的文章: Recherches sur la probabilité des juge-

ments en matière criminelle et en matière civile (刑事案件與民事案件裁判之機率的研究 ),

首次提到 Poisson 分配, 此一分配適用於某一事件在較短的時間 (或較小之空間 ) 發生次數不

多, 而其實驗次數又較大之情況下, 例如 : 在觀察某一都市過去一年中之死亡車禍, 某日死亡人

數為 k 之機率 P{X = k} =? k = 0, 1, 2, · · · , 在該文中, Poisson 提到此一分配可應用於二

項分配機率之近似值.

我們知道, 當 n 很大時,

(
n

x

)

pxqn−x 的計算相當麻煩. 在十八、 九世紀, 計算工具還十分

原始, 對於如此麻煩的計算, 實在非想個辦法解決不可; 在十八世紀初葉, de Moivre 首先嘗試

以分析的方法解決當 p =
1

2
時,

(
n

x

)

pxqn−x 之近似值. 到了十九世紀初, Laplace 更將這種方

法推廣到 p �= 1

2
之情形, 而發展出所謂的常態分配, (我們將在下一節論及這種分配 ). Poisson

分配問世之後, 有人將它用來解決

(
n

x

)

pxqn−x 之近似值, 特別適用於 n 很大而 p 或 q 很小之

時. 今日 Poisson 分配的面貌則如下述 :

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間. 若函數 X : Ω→ R 滿足

∀ x ∈ Z+ = {0, 1, 2, · · · }, P{X = x} = e−λ
λx

x!
, (其中常數 λ > 0 ).

則稱X 為一 Poisson 隨機變數或 P (λ) 隨機變數,其中 λ稱為此分配之參數或母數(parameter).

利用 《微積分》 中 ex =
+∞∑

n=0

xn

n!
, ∀ x ∈ R, 我們可證得

P{X ∈ Z+} =
+∞∑

x=0

P{X = x}

=
+∞∑

x=0

e−λ
λx

x!

= e−λ
+∞∑

x=0

λx

x!

= e−λ · eλ = 1.

故知 X 為離散型, 其密度函數顯然為

f : R→ [0, 1] : f(x) =

⎧

⎨

⎩

e−λ
λx

x!
, 若 x ∈ Z+,

0, 否則.

例 3. 設 X ∼ P (8), 試求 fX(x), x ∈ {0, 1, · · · , 18}, 之值. 並繪出 fX 之圖形.
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解 利用計算器或電腦數學軟體等可求得

x fX(x) x fX(x)

0 0.0003 10 0.0993

1 0.0027 11 0.0722

2 0.0107 12 0.0481

3 0.0286 13 0.0296

4 0.0573 14 0.0169

5 0.0916 15 0.0090

6 0.1221 16 0.0045

7 0.1396 17 0.0021

8 0.1396 18 0.0009

9 0.1241

其圖形如下:

圖 2–10 Poisson 分配 P (8) 之密度函數 �

例 4. 二次大戰期間, 英國人在德機一輪轟炸後,

統計倫敦市各區被炸之彈數, 在計算中彈

j 個 ( j = 0, 1, 2, · · · ) 之區間數時, 得

到與 Poisson 分配極其相近之結果. 我們

利用電腦之亂數模擬當年之轟炸, 在一塊

20×20 之正方形土地上, 投入 N = 3000

個炸彈, 總區數為 M = 400 ; 如圖 2–11

所示. 統計各區之彈著數後, 設

B(j) = 被炸 j 個炸彈之區數 ;

g(j) =
B(j)

M
(相對頻率 );

f(j) = e−λλ
j

j!
(理論機率 );

圖 2–11
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λ =
3000

400
= 7.5 (每區平均中彈數 ).

j B(j) g(j) f(j)

0 0 0 0.00055

1 1 0.0025 0.00415

2 7 0.0175 0.01556

3 17 0.0425 0.03889

4 30 0.075 0.07292

5 43 0.1075 0.1094

6 52 0.13 0.1367

7 54 0.135 0.1465

8 64 0.16 0.1373

9 42 0.105 0.1144

10 34 0.085 0.08583

11 22 0.055 0.05852

12 16 0.04 0.03658

13 9 0.0225 0.0211

14 7 0.0175 0.0113

15 2 0.005 0.00565

16 0 0 0.00265

17 0 0 0.00117

18 0 0 0.00049

19 0 0 0.00019

比較表中 g(j) 與 f(j) 諸值, 雖有若干差異, 這是由於 g(j) 為一實驗數值, 大體而言, 此

一成果已顯示 Poisson 分配可應用於此類問題. �

此外, 有人以嚴格的公設法及微分方程式來探討 Poisson 分配, 而有所謂的 Poisson 過程.

這一部分屬於 《隨機過程 》 之範疇, 我們不予探討. 有興趣者可參閱 Feller [5] 或 Ross [13] 之

書.

(三) 超幾何分配 (hypergeometric distribution)

有一袋子, 內置白球 m 個, 黑球 n 個, 以“不放回”方式隨機抽取 r 個, ( r ≤ m + n ), 取

得白球曰成功 (S), 取得黑球曰失敗 (F ), 則

• 樣本空間為 Ω = {(b1, · · · , br) | bj ∈ {S, F}, 成功數 ≤ m, 失敗數 ≤ n};

• σ 域為 F = P(Ω), (因為 #Ω 為有限 );

• 機率測度為 P : F → [0, 1] 而每一基本事件之機率則需仿照第一章第五節例 2 以樹圖討

論之.
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令 X : Ω → R : X(b1, · · · , br) = “ (b1, · · · , br) 中成功之次數 ”, 則

(1) X 為一隨機變數, (此因 F = P(Ω) );

(2) X 為離散型, 因若令

A = X(Ω) = {j ∈ Z+ | max{0, r − n} ≤ j ≤ min{m, r}},

則 P{X ∈ A} = P (Ω) = 1.

(3) X 之密度函數為

f : R → [0, 1] : f(x) = P{X = x} =







(
m

x

)(
n

r − x

)

(
m+ n

r

) , 若 x ∈ A,

0, 若 x ∈ R \A,

此種分配稱為超幾何分配 或 H(m, n, r) 分配.

註 : 由附錄一 A.4 定理, 我們知道

∀m,n ∈ Z+, ∀ r ∈ {0, 1, · · · , m+ n},
(
m+ n

r

)

=

r∑

j=0

(
m

j

)(
n

r − j

)

.

是以
∑

x∈A
f(x) =

r∑

x=0

f(x) =
1

(
m+ n

r

)

r∑

x=0

(
m

x

)(
n

r − x

)

= 1, [⋆]

[⋆] 若 k > α 或 k < 0, 則

(
α

k

)

= 0 .

例 5. 設 X ∼ H(18, 10, 15), 試求 fX(x), x ∈ {5, 6, · · · , 15}, 之值. 並繪出 fX 之圖形.

解 計算超幾何分配之密度函數之值相當麻煩, 我們利用數學 (或統計) 軟體可求得 fX 之諸

值如下:

x fX(x) x fX(x)

5 0.0000 11 0.1785

6 0.0050 12 0.0595

7 0.0382 13 0.0103

8 0.1402 14 0.0008

9 0.2727 15 0.0000

10 0.2945

其圖形如下:
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圖 2–12 超幾何分配 H(18, 10, 15) 之密度函數 �

(四) 負二項分配 (negative binomial distribution)

有一袋子, 內置白球黑球各若干 (未必相等), 以“放回”方式隨機抽取袋中之球, 取得白球曰

成功 (S), 取得黑球曰失敗 (F ), 而每次白球被抽到之機率為 p, 黑球之機率為 q = 1− p. 此一

試驗在抽得白球數為 r 個時停止. 則

• 樣本空間為 Ω = {s | s 為取自 {S, F} 之一有限序列, 內有 r 個 S, 最後為 S};

• σ 域為 F = P(Ω), (因為 Ω 為可數 );

• 機率測度為 P : F → [0, 1] : P{s} = prqx, (內 x 為試驗結束時, 失敗之次數. )

令 X : Ω → R : X(s) = (試驗結束時) s 中失敗之次數. 則

(1) X 為一隨機變數, (此因 F = P(Ω));

(2) X 為離散型, 因 X 之值域為 X(Ω) = Z+ = {0, 1, 2, · · · }, 乃可數集合.

(3) X 之密度函數為

f : R → [0, 1] : f(x) = P{X = x} =

{

∗, 若 x ∈ Z+,

0, 若 x ∈ R \ Z+,

內

∗ =

(
r + x− 1

x

)

pr−1qxp = pr
(
r + x− 1

x

)

qx.

(

理由: 最後為 S, 固定, 其餘 r + x − 1 個位子中 (r − 1) 個 S 以及 x 個 F , 共有
(
r + x− 1

x

)

種排列法.
)

此種分配稱為負二項分配或 NB(r, p) 分配.
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註 : 利用微積分之二項級數 (binomial series) 之理論 , 我們有 : ∀α ∈ R , ∀ x ∈ (−1, 1),

(1 + x)α =
+∞∑

k=0

(
α

k

)

xk. (⋆)

以 −q 代 x, 以 −r 代 α, 則因

(−r

k

)

=
(−r)(−r − 1) · · · (−r − k + 1)

k!

= (−1)k
(r + k − 1)(r + k − 2) · · · (r + 1)r

k!

= (−1)k
(
r + k − 1

k

)

,

故 (⋆) 式可寫

p−r = (1− q)−r =
+∞∑

k=0

(
r + k − 1

k

)

qk,

移項之, 得

1 =

+∞∑

k=0

pr
(
r + k − 1

k

)

qk,

此級數之各項恰為負二項分配之密度函數之值, 此乃負二項分配之由來.

例 6. 設 X ∼ NB(3, 0.32), 試求 fX(x), x ∈ {0, 1, · · · , 17}, 之值. 並繪出 fX 之圖形.

解 計算負二項分配之密度函數之值相當麻煩, 我們利用數學 (或統計) 軟體可求得 fX 之諸

值如下 :

x fX(x) x fX(x)

0 0.0328 9 0.1241

1 0.0668 10 0.0993

2 0.0909 11 0.0722

3 0.1030 12 0.0481

4 0.1051 13 0.0296

5 0.1000 14 0.0169

6 0.0907 15 0.0090

7 0.0793 16 0.0045

8 0.0674 17 0.0021

其圖形如下:
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圖 2–13 負二項分配 NB(3, 0.32) 之密度函數

(五) 幾何分配(geometric distribution)

r = 1 之負二項分配又稱為幾何分配或 Pascal 分配, 即 X 之密度函數為

f : R → [0, 1] : f(x) = P{X = x} =

{
p qx, 若 x ∈ Z+,

0, 若 x ∈ R \ Z+,

§ 2.5 常用連續型隨機變數

(一) 常態分配 (normal distribution or Laplace-Gauss distribution)

在上一章曾提及, 常態分配是 de Moivre 所創, 其目的乃為解決二項分配中
(
n
x

)
pxqn−x 之

近似值, 在機率論及統計學中, 此一分配乃“所有”分配中最為重要者. 若函數

f : R → R+ : f(x) =
1

σ
√
2π

exp
(

− 1

2σ2
(x− µ)2

)

, (⋆)

(其中 µ ∈ R, σ > 0 ), 為隨機變數 X 之一密度函數, 則稱 X 具常態分配 (normal distribu-

tion), 簡寫為 X ∼ N(µ, σ2), 而 µ, σ2 稱為其參數或母數 (parameters). 若 µ = 0, σ = 1,

則稱 X 具標準常態分配 (standard normal distribution).

做為一 「離散型」 密度函數必須滿足以下二條件 (1) f ≥ 0, (2)
∑

x∈A
f(x) = 1 其中集合

A = {x ∈ R | f(x) > 0}. 做為一 「連續型」 密度函數則須滿足 (1 ) f ≥ 0, (2 )

∫

R

f = 1. 上

面 (⋆) 式所界定之函數顯然滿足 (1 ); 至於 (2 ), 先利用 t =
x− µ

σ
變數代換, 使成為

I =

∫ +∞

−∞
f(x) dx

=
1

σ
√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(

− 1

2σ2
(x− µ)2

)

dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
exp

(

−t2

2

)

dt =
2√
2π

∫ +∞

0

exp
(

−t2

2

)

dt.
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是以

I2 =
2

π

(∫ +∞

0

exp
(

−x2

2

)

dx
)(∫ +∞

0

exp
(

−y2

2

)

dy
)

=
2

π

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

exp
(

−x2 + y2

2

)

dx
)

dy.

利用二重積分之極坐標變換, 即令 x = r cos θ, y = r sin θ, 則

I2 =
2

π

∫ π/2

0

∫ +∞

0

exp
(

−r2

2

)

r dr dθ =
2

π

∫ π/2

0

dθ = 1.

是以 I = 1.

f 之圖形對稱於 x = µ, 於點 µ 有最大值 (σ
√
2π)−1, 而於點 µ+ σ 及點 µ− σ 有反曲點,

σ 越大, f 越扁平, 表示資料越分散, 參閱圖 2–14.

圖 2–14 常態分配之密度函數

(二) Gamma 分配

若函數

f : R → R+ : f(x) =

{ 1

Γ(α)βαx
α−1e−x/β , 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0,

(其中 α > 0 , β > 0 ) , 為隨機變數 X 之一密度函數 , 則稱 X具 Gamma 分配 或 X ∼
G(α, β), 而 α, β 稱為此分配之參數或母數.

註: (1) 在理論分析中, 我們已知 Gamma 函數為

Γ(α) =

∫ +∞

0

yα−1e−y dy, ∀α > 0,

以及
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1◦ ∀α > 1, Γ(α) = (α− 1)Γ(α− 1) ;

2◦ ∀α ∈ N, Γ(α) = (α− 1)! ;

3◦ Γ
(1

2

)
=

√
π, Γ

(3

2

)
=

√
π

2
.

(2) 做為一連續型密度函數須滿足 (i) f ≥ 0 (顯然成立 ), (ii)

∫

R

f = 1. 為此, 令 y =
x

β

變數代換之, 則 dy =
dx

β
,

∫ +∞

−∞
f(x) dx =

1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

xα−1e−x/β dx

=
1

Γ(α)

∫ +∞

0

yα−1e−y dy =
1

Γ(α)
Γ(α) = 1.

Gamma 分配之密度函數圖形如下:

圖 2–15 Gamma 分配之密度函數

(三) χ2 分配

在 G(α, β) 分配中, 若 α =
r

2
, β = 2, 其中 r ∈ N, 即其密度函數為

f : R → R+ : f(x) =







1

Γ(r/2)2r/2
x

r
2
−1e−x/2, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0.

若 X 具有這種密度函數, 則稱 X 具 χ2 分配 (chi-square distribution) 或 X ∼ χ2
r , 而 r 則稱

為此分配之自由度 (the degrees of freedom). 在統計推論中, χ2 分配用途甚廣. 其圖形如下 :
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圖 2–16 χ2 分配之密度函數

(四) 負指數分配 (negative exponential distribution)

在 G(α, β) 分配中, 若 α = 1, β = 1/λ, 其中 λ > 0, 則稱 X 具負指數分配, (有些學者

稱 X 具指數分配 ) 或 X ∼ G(1, 1/λ), 即其密度函數為

f : R → R+ : f(x) =

{

λe−λx, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0.

其圖形如下 :

圖 2–17 負指數分配之密度函數

例 1. 設 X 表某一燈泡工廠所生產之日光燈之壽命 (單位: 小時 ), 已知 X 具負指數分配

G(1, 700). (這表示日光燈之平均壽命為 700 小時, 詳第四章. )

(1) 試求 P{X > 400};
(2) 試求 P{X > 500 | X ≥ 100}.
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解 由原設知 X 之密度函數為

f : R → R+ : f(x) =







1

700
e−x/700, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0.

(1) P{X > 400} =
1

700

∫ +∞

400

e−x/700 dx = −e−x/700
∣
∣
∣

+∞

400
= e−4/7.

(2) P{X > 500 | X ≥ 100} =
P{X > 500, X ≥ 100}

P{X ≥ 100}

=
P{X > 500}
P{X ≥ 100} =

e−5/7

e−1/7
= e−4/7.

此與第 (1) 題之機率相等. �

註 : 更廣義地說, 若 X 具 G(1, 1/λ) 之負指數分配, 則

P{X > t0 + t | X ≥ t0} = P{X > t}, ∀ t0, t ∈ (0,+∞). (1)

因為

P{X > t0 + t | X ≥ t0} =
P{X > t0 + t, X ≥ t0}

P{X ≥ t0}

=
P{X > t0 + t}
P{X ≥ t0}

=
λ
∫ +∞
t0+t

e−λx dx

λ
∫ +∞
t0

e−λx dx

=
e−λ(t0+t)

e−λt0
= e−λt

= P{X > t}.

設 X 表一產品之壽命 (單位: 小時 ), 則

• {100 ≤ X ≤ 500} 表使用壽命在 100 小時至 500 小時之間之產品集合;

• {X > 1200} 表使用 1200 小時後仍未損壞之產品集合;

• P{X ≥ 1500 | X > 1200} 表使用 1200 小時後此一產品仍未損壞之條件下, 再使

用 300 小時以上之機率.

上述 (1) 式表示, 在日光燈點了 t0 小時之後, 仍然亮著, 則可再使用超過 t 小時之條件機

率與一開始可使用超過 t 小時之機率是相等的. 這種性質說明 (具負指數分配之) 日光燈

的壽命具失憶性 (lack of memory property). 除了負指數分配之外, 幾何分配亦有類似

性質, 若 X ∼ NB(1, p), 則

P{X > n +m | X ≥ n} = P{X > m}, ∀n, m ∈ Z+. (2)

(習題 2–17 ). 讀者應注意: 此處之 n 與 m 必須為非負整數, 而負指數分配則適用於任何

正實數, 所有分配中只有負指數分配具有 (1) 式之性質, (參見附錄六 ).
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(五) 均勻分配 (uniform distribution)

若函數

f : R → R+ : f(x) =







1

β − α
, 若 x ∈ [α, β],

0, 若 x ∈ R \ [α, β],
(內 α, β ∈ R, α < β ), 為隨機變數 X 之一密度函數, 則稱 X 具均勻分配 或 X ∼ U(α, β),

而 α, β 則稱為此分配之參數或母數. 其圖形如下 :

圖 2–18 均勻分配之密度函數

例 2. 某君自家中騎機車出發, 出門時將大門鑰匙放在口袋中, 騎了一段 300 公尺之路程後發現

鑰匙不見了, 由於不知鑰匙在何處遺失, 故假設遺失位置為 X , 顯然 X ∼ U(α, β), 其中

α = 0, β = 300, 故知鑰匙掉在前 100 公尺之機率為

P{0 ≤ X ≤ 100} =

∫ 100

0

1

300− 0
dx =

1

3
. �

(六) Beta 分配

若函數

f : R → R+ : f(x) =







Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
xα−1(1− x)β−1, 若 0 < x < 1,

0, 否則.

(內 α > 0, β > 0 ), 為隨機變數 X 之一密度函數, 則稱 X 具 Beta 分配, 而 α, β 稱為此分

配之參數或母數. 其圖形如下 :



2.5 常用連續型隨機變數 76

圖 2–19 Beta 分配之密度函數

註 : 1◦ 若 α > 0, β > 0, 則瑕積分

∫ 1−

0+
xα−1(1 − x)β−1 dx 稱為 Beta 函數, 在理論分析中

(例如 Apostol [1], p.331 ), 可證上述瑕積分為收斂且

∫ 1−

0+
xα−1(1− x)β−1 dx =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β) .

因之, 顯然有 : (1) f ≥ 0, 以及 (2)

∫

R

f(x) dx = 1.

2◦ 當 α = 1, β = 1 時, 此分配乃為均勻分配.

(七) Cauchy 分配

若函數

f : R → R+ : f(x) =
σ

π
· 1

σ2 + (x− µ)2
,

(內 µ ∈ R, σ > 0 ), 為隨機變數 X 之一密度函數, 則稱 X 具 Cauchy 分配或 X ∼ C(µ, σ2),

而 µ, σ 稱為此分配之參數或母數 .

上述函數 f 對稱於 x = µ, 其圖形略似於 N(µ, σ2), 但二者並不相同. 此外, 我們應證明

(1) f ≥ 0 (易明), 以及 (2)

∫

R

f(x) dx = 1. 由於



2.5 常用連續型隨機變數 77

I =

∫

R

f(x) dx =
σ

π

∫ +∞

−∞

dx

σ2 + (x− µ)2

=
1

πσ

∫ +∞

−∞

dx

1 + (x−µ
σ
)2
,

=
1

π

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2
, (令 y =

x− µ

σ
)

=
2

π
lim

t→+∞

∫ t

0

dy

1 + y2

=
2

π
lim

t→+∞
tan−1 y

∣
∣
∣

t

0
=

2

π
· π
2
= 1.

圖 2–20 Cauchy 分配之密度函數

例 3. 某雷射光源位於一東西向之直線牆壁之北方一公里(如圖), 此光源以等角速度逆時針旋轉

半周向南投射.

(a) 若牆線視為 x 軸, 光源位於點 (0, 1), 試問光線射於牆上之區間 [−1, 1] 之機率為何?

(b) 試問光線射於牆上之分配為何?

圖 2–21
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解 (a) 設 θ 表 y 軸與光線之夾角 (∈ (−π
2
, π
2
)), 吾人可視光源 θ ∼ U(−π

2
, π
2
) , 光線射於

區間 [−1, 1] 之機率為

P = P{tan−1(−1) < θ < tan−1 1} =

∫ tan−1 1

tan−1(−1)

1

π
dθ

=
tan−1 1− tan−1(−1)

π
=

1

2
.

(b) 設 X 表光線射於牆上之點, 則 X 之分配函數為 : ∀ x ∈ R,

FX(x) = P{X ≤ x}

= P{−π

2
< θ ≤ tan−1(x)}

=

∫ tan−1(x)

−π/2

1

π
dθ

=
tan−1(x)− π

2

π
.

是以 X 之密度函數為

f : R → R+ : f(x) = F ′(x) =
1

π(1 + x2)
,

此為 C(0, 1) 分配. �

(八) Laplace 分配

若函數 f : R → R+ : f(x) =
1

2
e−|x| 為隨機變數 X 之一密度函數, 則稱 X 具 Laplace

分配. 其圖形如下 :

圖 2–22 Laplace 分配之密度函數

(九) 對數常態分配 (lognormal distribution)
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若函數

f : R → R+ : f(x) =







1

xβ
√
2π

exp
[

−(ln x− lnα)2

2β2

]

, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0,

(內 α > 0, β > 0 ), 為隨機變數 X 之一密度函數, 則稱 X 具對數常態分配, 而 α, β 稱為此

分配之參數或母數.

註 : 若 X 具對數常態分配, 利用變數代換 (詳見第八節 ), 可證明隨機變數 Y = ln ◦X 具常

態分配.

除上述介紹之各種分配, 我們尚可在某些專書上找到其他分配. 此外, 目前各項統計或數學

之電腦軟體, 內建不少常用分配之累積分配函數及其反函數, 如 SAS, 若需要各分配之密度函數

之值, 則可在 MathCAD 上直接求得, 使用前最好找一本該軟體之手冊查閱一番, 或者在進入

該軟體後, 利用線上求助以了解自己使用之函數應如何處理, 以 SAS 為例, 其 PROBGAM(x,a)

表示 G(a, 1) 之累積分配函數, 如果讀者需要 G(α, β) 之分配函數之值, 可利用本章稍後之隨機

變數之變換去解決.

§ 2.6 奇異分配與混和型分配

我們知道絕對連續型隨機變數必為連續型, 但連續型隨機變數則未必為絕對連續型. 本節

中, 我們將介紹一種不為絕對連續之連續型隨機變數分配, 也就是所謂奇異分配 (singular dis-

tribution). 它是利用 Cantor 三進點集及 Cantor-Lebesgue 函數設計而成的. 又, 本節稍難,

第一次閱讀時可省略之.

首先, 設

I = [0, 1],

D1 =
(1

3
,
2

3

)

,

D2 = D21 ∪D22, 內

D21 =
( 1

32
,

2

32

)

, D22 =
(2

3
+

1

32
,
2

3
+

2

32

)

,

D3 = D31 ∪D32 ∪D33 ∪D34, 內

D31 =
( 1

33
,

2

33

)

, D32 =
( 2

32
+

1

33
,

2

32
+

2

33

)

,

D33 =
(2

3
+

1

33
,
2

3
+

2

33

)

, D34 =
(2

3
+

2

32
+

1

33
,
2

3
+

2

32
+

2

33

)

,

...
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Dn =
2n−1

⋃

r=1

Dn,r, 內

Dn1 =
( 1

3n
,

2

3n

)

,

...

Dn,2n−1 =
( 2

32
+

2

33
+ · · ·+ 1

3n
,

2

32
+

2

33
+ · · ·+ 2

3n

)

,

...

D =

+∞⋃

n=1

Dn.

顯然 D 為一開集, Dn 之測度 (即總長度) 為 λ(Dn) = 2n−1/3n, 是以 D 之測度為

λ(D) =
+∞∑

n=1

λ(Dn) =
+∞∑

n=1

2n−1

3n
=

1

3

+∞∑

n=1

(2

3

)n−1

= 1.

今令 K = I \D, 此乃所謂 Cantor 三進點集 (Cantor’s ternary set), 應有

λ(K) = λ(I)− λ(D) = 1− 1 = 0.

其次, 我們將界定所謂的 Cantor-Lebesgue 函數.

1◦ 令

G1 : I → R : G1(x) =







0, 若 x = 0,

1, 若 x = 1,

1/2, 若 x ∈ D1,

∗, 否則.

∗: 以直線連之, (即點 (0, 0) 及 (1/3, 1/2) 連以直線, 點 (2/3, 1/2) 及 (1, 1) 連以直線.)

2◦ 令

G2 : I → R : G2(x) =







0, 若 x = 0,

1, 若 x = 1,

1/2, 若 x ∈ D1,

1/4, 若 x ∈ D21,

3/4, 若 x ∈ D22,

∗, 否則.

∗: 以直線連之.

3◦ 仿之, ∀n ∈ N, 令

Gn : I → R : Gn(x) =







0, 若 x = 0,

1, 若 x = 1,

r2−n, 若 x ∈ Dn,r, r = 1, 2, · · · , 2n−1,

∗, 否則.

∗: 以直線連之. G1, G2 之圖形如下:
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圖 2–23

由以上之設計, 顯然有

“ 3◦ 之定義 ” ⇒







|G1 −G2| < 1/2,

|G2 −G3| < 1/22,
...

|Gn −Gn+1| < 1/2n,
...

⇒
+∞∑

n=1

|Gn −Gn+1| <
+∞∑

n=1

1/2n = 1

⇒
+∞∑

n=1

(Gn −Gn+1) 均勻收斂於 I 上, (利用 Weierstrass M-test )

⇒ {sn}n 均勻收斂於 I 上,

(

內 sn =
n∑

j=1

(Gj −Gj+1) = G1 −Gn+1

)

⇒ {Gn}n 均勻收斂於 I 上.

令

G : I → R : G(x) = lim
n→+∞

Gn(x).

則由 {Gn}n 之均勻收斂性, 知 G 亦為連續, 顯然亦為不減, 我們稱其為 Cantor-Lebesgue 函

數.

最後, 令

F : R → [0, 1] : F (x) =







0, 若 x < 0,

G(x), 若 0 ≤ x ≤ 1,

1, 若 1 < x,

則函數 F 為 (1) 不減, (2) 連續, (3) lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1; 故 F 為一連續型分配

函數, 又利用絕對連續之定義我們們可證明 F 並非絕對連續, 是以 F 為一奇異分配函數; ( 另

一種解釋如下: 函數 F 在 Cantor 集 K 上之各點皆不為可微, 而在 R \K 各點之導數皆為零,

換言之, F ′ = 0 a.e., 因之 F 並無密度函數. ) 此一奇異分配函數之圖形大致如下:
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圖 2–24 奇異分配

隨機變數之分類, 實際上是依其累積分配函數而分類, 而分配函數除了離散型、 絕對連續型

及奇異連續型之外, 尚可將以上三型加以混合, 其方法是取一離散型分配函數 Fd, 一絕對連續型

分配函數 Fa 以及一奇異分配函數 Fs 予以凸狀組合之, 即令 α, β, γ ∈ [0, 1], α+ β + γ = 1,

則函數

F = αFd + βFa + γFs

顯然滿足 (1) 不減, (2) 右連續, (3) lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1; 故 F 為一分配函數.

一、 若 α, β, γ 三者之二為 0, 則 F 顯然為離散型、 絕對連續型或奇異型. 例如,

β = 0, γ = 0, 則必 α = 1, 此時,

F = αFd + βFa + γFs = Fd,

函數 F 顯然為離散型.

二、 若 α, β, γ 三者之一為 0, 則 F 為二型混合. 例如 Fd 為 B(1, p) 之分配函數, Fa 為

U(0, 1) 之分配函數, α = β = 1/2, 則

F = αFd + βFa : R → [0, 1] : F (x) =







0, 若 x < 0,

(1− p+ x)/2, 若 0 ≤ x < 1,

1, 若 x ≥ 1,

其圖形如下:

圖 2–25
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三、 若 α, β, γ 三者均不為 0, 則 F 為三型混合, 雖然實用價值不高, 但在機率的研究上具

相當重要性.

§ 2.7 隨機變數變換之分配函數

設 X 為一隨機變數, 傳統上將 X2, |X|, 3X, sin(X), · · · 皆視為 X 的變換, 其實所謂變

換只不過是函數之合成 (composition of functions). 在本章的定理 2.7 中, 我們已知, 若函數

h : R → R 為 Borel 可測, 則合成函數 h◦X 亦為一隨機變數. 在機率論中, 了解 h◦X 之分配

是一項十分重要的課題, 以下兩節我們將深入探討. 許多學者仍沿用古典數學合成函數之符號,

將 h ◦X 寫為 h(X), 不過我們認為 h ◦X 較為合理. 本節中我們研究以下兩個主題 :

甲、 若隨機變數 X 之機率分配函數 PX 為已知, 則 Y = h ◦X 之機率分配函數 PY 能否以

PX 表之 ?

乙、 若隨機變數 X 之累積分配函數 FX 為已知, 則 Y = h ◦X 之累積分配函數 FY 能否以

FX 表之 ?

定理 2.21

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, PX 為其機率分配函數, 函數 h : R → R為 Borel

可測, 則函數 Y = h ◦X 之機率分配函數為

PY : B → [0, 1] : PY (B) = PX(h
−1(B)).

證 ∀B ∈ B,

PY (B) = P (Y −1(B))

= P (h ◦X)−1(B)

= P (X−1(h−1(B)))

= PX(h
−1(B)).

換言之, PY 乃為 h−1 與 PX 之合成, (注意:h−1 在 此並非 h 之 反函數而是 h 之像原函

數 (inverse image function) ). �

上述結果雖然簡單明瞭, 但並不實用. 例如, X ∼ N(0, 1), 則

PX(B) =
1√
2π

∫

B

exp
(

−x2

2

)

dx, ∀B ∈ B.
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令 Y = X2, 即 h : R → R : h(x) = x2, 由定理 2.21 知

PY (B) = PX(h
−1(B))

=
1√
2π

∫

h−1(B)

exp
(

−x2

2

)

dx.

由於 h−1(B) = {x ∈ R | h(x) = x2 ∈ B} 並不能更清楚的表示, 因此也看不出來 PY 是何種

分配.

定理 2.22

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, FX 為其累積分配函數.

(1) 若函數 h : R → R 為 Borel 可測, 則函數 Y = h ◦X 之累積分配函數為

FY : R → [0, 1] : FY (y) = PX(h
−1(−∞, y]);

(2) 若上述可測函數 h : R → R 為遞增且為蓋射, 則

FY : R → [0, 1] : FY (y) = FX(h
−1(y)) = P{X ≤ h−1(y)};

其中 h−1 為 h 之反函數;

(3) 若上述可測函數 h : R → R 為遞減且為蓋射, 則

FY : R → [0, 1] : FY (y) = 1− FX(h
−1(y)−) = P{X ≥ h−1(y)}.

其中 h −1 為 h 之反函數, FX(h
−1(y)−) 為 FX 在點 h−1(y) 之左極限.

證 (1) ∀ y ∈ R, 由定理 2.21 知

FY (y) = P{Y ≤ y}

= P (Y −1(−∞, y])

= PY (−∞, y]

= PX(h
−1(−∞, y]).

(2) 若 h : R → R 為遞增且為蓋射 , 則 ∀ y ∈ R,

FY (y) = P{Y ≤ y}

= P{ω | Y (ω) ≤ y}

= P{ω | h(X(ω)) ≤ y}

= P{ω | X(ω) ≤ h−1(y)}, (因 h 及其反函數 h−1 均為遞增 )

= FX(h
−1(y)).
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(3) 若 h : R → R 為遞減且為蓋射 , 則 ∀ y ∈ R,

FY (y) = P{Y ≤ y}

= P{ω | Y (ω) ≤ y}

= P{ω | h(X(ω)) ≤ y}

= P{ω | X(ω) ≥ h−1(y)}, (因 h 及其反函數 h−1 均為遞減 )

= 1− P{ω | X(ω) < h−1y}

= 1− FX(h
−1(y)−). �

例 1. 設 X ∼ G(α, β), 試求 Y = kX 之分配, 其中 k > 0.

解 Y 之累積分配函數

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{kX ≤ y}

= P{X ≤ y/k} = FX(y/k)

=







1

Γ(α)βα

∫ y/k

0

xα−1e−x/β dx, 若 y > 0,

0, 若 y ≤ 0,

利用定理 2.20 得 Y 之密度函數為

fY : R → R+ : fY (y) =







1

Γ(α)βα

(y

k

)α−1
e−y/(kβ) · 1

k
, 若 y > 0,

0, 若 y ≤ 0,

=







1

Γ(α)(kβ)α
yα−1e−y/(kβ), 若 y > 0,

0, 若 y ≤ 0,

是以知 Y 具有 G(α, kβ) 分配. �

定理 2.23

設隨機變數 X 具 N(µ, σ2) 分配, 則 Y =
X − µ

σ
具 N(0, 1) 分配.

證 首先, Y 顯然為一隨機變數. 因若令

h : R → R : h(x) =
x− µ

σ
,

由於 h 為一連續函數, 且 h ◦X = (X − µ)/σ = Y , 由定理 2.7 知 Y 為一隨機變數. 次

證 Y 具 N(0, 1) 分配. 設 Φ 為 Y 之累積分配函數, 由於 h 為遞增且為蓋射, 而其反函

數為

h−1 : R → R : h−1(y) = σy + µ,
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利用定理 2.22 之 (2), 知 ∀ y ∈ R,

Φ(y) = FX(h
−1(y)) = FX(σy + µ)

=
1

σ
√
2π

∫ σy+µ

−∞
exp

(

− 1

2σ2
(x− µ)2

)

dx. (∗)

再利用微積分基本定理, 可求得 Y 之密度函數為

f(y) = Φ′(y) =
1√
2π

exp
(

−y2

2

)

, ∀ y ∈ R.

是以知 Y 具 N(0, 1) 分配.

[註 ] 在此, 我們可不必大費周章利用定理 2.22 而求得 (∗) 式, 最常使用方法是 :

Φ(y) = P{Y ≤ y} = P
{X − µ

σ
≤ y

}

= P{X ≤ σy + µ}

=
1

σ
√
2π

∫ σy+µ

−∞
exp

(

− 1

2σ2
(x− µ)2

)

dx. �

在第四章中 , 我們將證明 N(µ, σ2) 中之 µ 為 X 之期望值 , 而 σ 為 X 之標準差. 一隨

機變數減去其期望值 , 再除以非零之標準差稱為標準化 (standardized). 本定理之目的在於證

明 : 具有一般常態分配之隨機變數標準化之後, 則具有標準常態分配. 很多機率與統計學者將

大寫希臘字母 Φ 專用以表示標準常態分配 N(0, 1) 之分配函數. 幾乎所有統計學教本之後都

附有 N(0, 1) 之累積分配函數 Φ 之近似值表, 有些工程用掌上計算器也附有求出標準常態分配

值之功能, 在電腦軟體中, 如 SAS, Excel, MathCAD 皆然. 我們也可以利用定理 2.23 進一步

求得一般常態分配之機率.

例 2. 設 X ∼ N(1, 4), 試求 P{−3 ≤ X ≤ 3} =?

解 由於不定積分
∫

1

2
√
2π

exp
(

− 1

2 · 22 (x− 1)2
)

dx

無法解出, 是以本題不能利用微積分基本定理第二型求解, 而必須利用近似積分法或利用

(書本或電腦內 ) N(0, 1) 之表, 尤其後者更為快速有效.

圖 2–26
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P{−3 ≤ X ≤ 3} = P
{−3 − 1

2
≤ X − 1

2
≤ 3− 1

2

}

= P
{

−2 ≤ X − 1

2
≤ 1

}

= P
{X − 1

2
≤ 1

}

− P
{X − 1

2
≤ −2

}

= Φ(1)− Φ(−2), ( ∵ X−1
2

∼ N(0, 1) )

= Φ(1) + Φ(2)− 1,
(

∵ Φ(−x) = 1− Φ(x)
)

= 0.841345 + 0.977250− 1, (查表 )

= 0.818595. �

定理 2.24

(1) 若 X ∼ N(0, 1), 則 X2 ∼ χ2
1 ;

(2) 若 X ∼ N(µ, σ2), 則
(X − µ

σ

)2

∼ χ2
1 .

證 (1) 令 Y = X2, FY 為 Y 之分配函數.

1◦ 若 y < 0, 則

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{X2 ≤ y} = P (∅) = 0.

2◦ 若 y = 0, 則

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{X2 ≤ 0} = P{X = 0} = 0.

3◦ 若 y > 0, 則

FY (y) = P{X2 ≤ y}

= P{−√
y ≤ X ≤ √

y}

=
1√
2π

∫ √
y

−√
y

exp
(

−x2

2

)

dx

=
2√
2π

∫ √
y

0

exp
(

−x2

2

)

dx.

是以 Y 之密度函數為

fY : R → R+ : fY (y) =

{
F ′
Y (y), 若 F ′

Y (y) 存在,

0, 否則,

=







1
√
π
√
2
y−1/2e−y/2, 若 y > 0,

0, 若 y ≤ 0,

此乃 χ2
1 之密度函數, 亦即 Y ∼ χ2

1.
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(2) 由定理 2.23 及 (1) 立即可得. �

§ 2.8 隨機變數變換之密度函數

上一節中, 我們討論了 Y = h ◦X 之機率分配函數

PY 以及累積分配函數 FY 之求法, 對於初學機率的讀者

而言, 這二者都遠比密度函數難以理解和掌握. 因此, 本

節在實用上極具重要性.

在本節中, 我們將分離散型及絕對連續型討論 : 如果

隨機變數 X 之密度函數 fX 為已知, 則 Y = h ◦X 之密

度函數 fY 為何 ?

定理 2.25

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一離散型隨機變數, fX 為其機率密度函數. 集合

A = {x ∈ R | fX(x) > 0}; 次設 h : R → R 為 Borel 可測, Y = h ◦X , 則

(1) 若 B = h(A), 則 P{Y ∈ B} = 1, 因之 Y 為離散型;

(2) Y 之密度函數為

fY : R → [0, 1] : fY (y) =







∑

x∈h−1{y}
fX(x), 若 y ∈ B,

0, 若 y ∈ R \B ;

(3) 若 h 為 A 映至 B 之一對射函數, 則 Y 之密度函數為

fY : R → [0, 1] : fY (y) =

{

fX(h
−1(y)), 若 y ∈ B,

0, 若 y ∈ R \B .

證 (1) 首先, 由於 A 為至多可數, 故 B 亦然; 其次, 由於

{Y ∈ B} = Y −1(B) = (h ◦X)−1(B) = X−1(h−1(B))

是以

P{Y ∈ B} = P{X ∈ h−1(B)}

≥ P{X ∈ A} , ( ∵ A ⊂ h−1(B) )

= 1.
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(2) 由 (1) 知, 只需考慮 ∀ y ∈ B,

fY (y) = P{Y = y} = P{Y ∈ {y}}

= P{X ∈ h−1{y}}

=
∑

x∈h−1{y}
fX(x).

(3) 當 h 為 A 映至 B 之一對射函數時, ∀ y ∈ B, h−1{y} = {h−1(y)} 之故.

(注意: 上式左端之 h−1 表 h 之像原, 而右端之 h−1 則為函數 h 之反函數 ). �

例 1. 設 X ∼ P (λ), 試求 Y = X2 + 2X − 3 之密度函數.

解 X 之密度函數為

fX : R → [0, 1] : fX(x) =







e−λλ
x

x!
, 若 x ∈ A,

0, 若 x 6∈ A,

內 A = Z+ = {0, 1, 2, · · · }. 次設 h(x) = x2 + 2x− 3, 則

(1) B = h(A) = {x2 + 2x− 3 | x ∈ A} = {−3, 0, 5, 12, · · · };

(2) h : A → B 為一對射. (此因 H(x) = x2 + 2x− 3 之導函數

H ′(x) = 2x+ 2 > 0, ∀ x > −1,

故 H 於區間 [−1, +∞) 為遞增, 是以 h = H|A 為嵌射 );

(3) 由於

y = h(x) = x2 + 2x− 3 ⇔ x = −1 +
√

y + 4

( x = −1 −
√

y + 4 不合, 因 x ≥ 0 ),

是以 h−1(y) = −1 +
√
y + 4. 由定理 2.25 之 (3) 知, Y = X2 + 2X − 3 = h ◦X

之密度函數為

fY : R → [0, 1] : fY (y) =

{
fX(h

−1(y)) = ∗, 若 y ∈ B,

0, 若 y ∈ R \B,

內 ∗ = e−λ λ
√
y+4−1

(
√
y + 4− 1)!

. �



2.8 隨機變數變換之密度函數 90

定理 2.26 (連續型且變換為一對射 )

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一連續型隨機變數, fX 為其機率密度函數, 集合

A = {x ∈ R | fX(x) > 0}; 次設可測函數 h : R → R 滿足

(1) h|A : A → B = h(A) 為一對射 ;

(2) h|A 之反函數 h−1 : B → A 為連續可微 ;

(3) ∀ y ∈ B, (h−1)′(y) 6= 0 .

則 Y = h ◦X 之密度函數為

fY : R → R+ : fY (y) =

{
fX(h

−1(y)) · |(h−1)′(y)|, 若 y ∈ B,

0, 若 y 6∈ B.

證 我們只需證明 : ∀C ∈ B, P{Y ∈ C} =

∫

C

fY (y) dy .

1◦ 若 C ∩B = ∅, 則

左 = P{Y ∈ C} ≤ P{Y ∈ ∁B} = 1− P{Y ∈ B}

= 1− P{X ∈ A} = 0,

右 =

∫

C

fY (y) dy = 0, ( ∵ ∀ y ∈ ∁B, fY (y) = 0. )

2◦ 若 C ⊂ B, 則

左 = P{Y ∈ C} = P{X ∈ h−1(C)}

=

∫

h−1(C)

fX(x) dx

=

∫

C

fX(h
−1(y)) · |(h−1)′(y)| dy, (∗)

=

∫

C

fY (y) dy = 右.

(∗) 註: 做變換 x = h−1(y), 參見 Apostol [1] Theorem 15.11.

3◦ 對於一般的 C ∈ B, 由於 C = (B ∩C) + (C \B), 前者為 B 之子集, 後者與 B 不

相交, 利用 1◦ 及 2◦ 可得

左 = P{Y ∈ C}

= P{Y ∈ B ∩ C}+ P{Y ∈ C \B}

=

∫

B∩C
fY (y)dy +

∫

C\B
fY (y) dy

=

∫

C

fY (y) dy = 右. �
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例 2. 設 X ∼ G(α, 1), Y ∼ G(α, β).

(a) 試以 FX 表 FY ;

(b) 試證 : fY (y) = fX(
y

β
) · 1

β
.

[ 許多數學或統計軟體中關於 Gamma 分配, 只提供 G(α, 1) 之分配函數及密度函數之

值, 利用本題之解可以解決之. ]

解 (a) 令 Y = βX , 則由第七節例 1 知, Y ∼ G(α, β).

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{X ≤ y

β
} = FX(

y

β
).

例如 : α = 5, β = 3, 則 FY (15) = FX(
15

3
) = FX(5) = 0.5595 , (查表或利用電

腦軟體).

(b) 由 (a), 利用定理 2.20,

fY (y) =

{
F ′
Y (y), 若 F ′

Y (y) 存在,

0, 否則,

=







fX(
y

β
) · 1

β
, 若 y > 0,

0, 若 y ≤ 0,

= fX(
y

β
) · 1

β
.

註: 本例亦可利用定理 2.26 解之, 但過程稍繁.

例 3. 設 X 具對數常態分配, 即其密度函數為

f : R → R+ : f(x) =







1

xβ
√
2π

exp
[

−(ln x− lnα)2

2β2

]

, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0,

內 α > 0, β > 0, 試證 : Y = ln ◦X 具常態分配.

解 令 h : R∗
+ → R : h(x) = lnx, (註: R∗

+ = (0,+∞) ), 則

1◦ Y = ln ◦X = h ◦X ;



2.8 隨機變數變換之密度函數 92

2◦ B = h(A) = { lnx | x > 0} = R ;

3◦ h : A → B 為一對射, (此乃微積分中之定理 ) ;

4◦ h−1 = ln−1 = exp: B( = R ) → A( = R∗
+ ), 且

∀ y ∈ B, (h−1)′(y) = ey.

是以 Y 之密度函數為

fY : R → R+ : fY (y) = fX(h
−1(y)) · |(h−1)′(y)|

= fX(e
y) · ey

=
1

β
√
2π

exp

[

−(y − lnα)2

2β2

]

.

亦即 Y ∼ N(lnα, β2). �

定理 2.27 (連續型且變換不為一對射 )

設 X 為上一隨機變數, fX 為其密度函數, A = {x ∈ R | fX(x) > 0}; 次設可測函數

h : R → R 滿足

(1) hj = h|Aj
: Aj → Bj 為一對射; 內

r∑

j=1

Aj = A, Bj = h(Aj), B =

r⋃

j=1

Bj;

(2) ∀ j ∈ {1, · · · , r}, h−1
j : Bj → Aj 為連續可微, 且 ∀ y ∈ Bj , (h−1

j )′(y) 6= 0.

則 Y = h ◦X 之密度函數為

fY : R → R+ : fY (y) =







r∑

j=1

IBj
(y)fX(h

−1
j (y)) · |(h−1

j )′(y)|, 若 y ∈ B,

0, 若 y 6∈ B,

其中 B =

r⋃

j=1

Bj .

證 只需證明 : ∀D ∈ B, P{Y ∈ D} =

∫

D

fY (y) dy. 我們若能證明:

“ D ⊂ B1 ∩B2, 且 D ∩ (B3 ∪ · · · ∪ Br) = ∅ ”

之情形, 其餘皆相似. 為此

P{Y ∈ D} = P{X ∈ h−1(D)}

= P{X ∈ C1}+ P{X ∈ C2},

(內 C1 = h−1(D) ∩ A1, C2 = h−1(D) ∩ A2 )

=

∫

C1

fX(x) dx+

∫

C2

fX(x) dx = ∗
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對於上述第一積分, 做變換 x = h−1
1 (y), 第二積分, 做變換 x = h−1

2 (y), 則

∗ =

∫

D

fX(h
−1
1 (y)) · |(h−1

1 )′(y)| dy +
∫

D

fX(h
−1
2 (y)) · |(h−1

2 )′(y)| dy

=

∫

D

2∑

j=1

fX(h
−1
j (y)) · |(h−1

j )′(y)| dy

=

∫

D

fY (y)(y) dy. �

例 4. 設 X ∼ N(0, 1), 試利用定理 2.27 證明 : Y = X2 具 χ2
1 分配 .

解 為方便計, X 之密度函數可寫為

f : R → R+ : f(x) =







1√
2π

exp
(−x2

2

)

, 若 x 6= 0,

0, 若 x = 0.

若令 h : R → R : h(x) = x2, 則

1◦ h ◦X = X2 = Y ;

2◦ A = R∗, B = h(A) = (0, +∞);

令 A1 = (0, +∞), A2 = (−∞, 0), 則

A1 + A2 = A, B1 = h(A1) = B, B2 = h(A2) = B.

3◦ 顯然

h1 : A1 → B1 : h1(x) = x2,

h2 : A2 → B2 : h2(x) = x2,

均為對射, 且

h−1
1 : B1 → A1 : h

−1
1 (y) =

√
y,

h−1
2 : B2 → A2 : h

−1
2 (y) = −√

y.

由定理 2.27 知, Y = X2 之密度函數為

fY : R → R+ : fY (y) =

{ ∗, 若 y ∈ B,

0, 若 y 6∈ B.

內

∗ = fX(h
−1
1 (y)) · |(h−1

1 )′(y)|+ fX(h
−1
2 (y)) · |(h−1

2 )′(y)|

=
1√
2π

e−y/2 1

2
√
y
+

1√
2π

e−y/2 1

2
√
y

=
1√
π21/2

y(1/2)−1e−y/2.

亦即 Y ∼ χ2
1. �
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第二章 習 題

隨機變數

2-1 若 X 為有限集合 Ω 上一隨機變數. 試問 X 是否必為一簡單隨機變數 ? 理由為何 ?

2-2 設 Ω = [0, 2π] ⊂ R, X : Ω → R : X(ω) = sin(ω) + cos(ω). 試繪出 X, X+, X− 及

|X| 之圖形.

2-3 試證 : X+ = X · I{X≥0}, X− = −X · I{X≤0}, 其中 I 為指標函數, 而 X : Ω → R.

2-4 試證 : 隨機變數間之 “殆必相等”為一對等關係.

2-5 設 X, Y, Z 為 (Ω, F , P ) 上隨機變數, 試證 : ∀ ǫ > 0,

P{|X − Y | ≥ ǫ} ≤ P{|X − Z| ≥ ǫ/2}+ P{|Y − Z| ≥ ǫ/2}.

2-6 設 Ω, Ω′ 皆為非空集合, F ′ 為 Ω′ 上一 σ 域, X : Ω → Ω′, 試證 :

X−1(F ′) =
def

{X−1(B) | B ∈ F ′}

為 Ω 上一 σ 域.

分配函數及密度函數

2-7 設一骰連擲二次.

(1) 寫出機率空間 (Ω, F , P ) ;

(2) X 表第一骰之點數減去第二骰之點數, 試求X之機率分配函數 PX ;

(3) 試求 X 之密度函數 ;

(4) 試求 P{|X − 1| > 2} =?

2-8 設X為一隨機變數, G(x) = P{−x < X < x} .

(1) 試證 : G 為單調不減函數;

(2) 試問 G 是否為右連續 ? 是否為左連續 ? 理由 ?

2-9 某一餐廳之經驗: 有 1/4 預訂之桌位, 客人並未光臨. 今此餐廳有 60 個桌子, 卻接受 62

位客人之預約 (每人一桌 ). 若 X 表 62 人中光臨之人數, 試寫出 X 之密度函數, 並以之

求此餐廳足以應付客人之機率.
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2-10 一鏈條有 20 環節, 每一環節若以 1000 公斤拉之, 則斷裂之機率為 p = 0.01. 試問以

1000 公斤拉此鏈條, 則其不斷裂之機率為若干? 二個以上環節斷裂之機率為若干?

2-11 烏龍飛機公司製造的飛機引擎每具損壞機率為 p, (1/2 < p < 1), 若每個引擎是否損壞互

不影響, 且一飛機若有超過半數之引擎正常運轉, 則可正常飛行, 試問五個引擎之飛機是

否比三個引擎之飛機更能正常飛行?

2-12 設 X ∼ N(µ, 0.16), 試求常數 c 使得 P{|X − µ| ≤ c} = 0.9.

2-13 設 X ∼ N(µ, σ2), F 為 X 之分配函數. 試求 F 圖形之反曲點.

2-14 設 PX 及 FX 分別為隨機變數 X 之機率分配函數及累積分配函數. 證明 :

(1) PaX+b{x} = PX

{x− b

a

}

, 其中 a 6= 0.

(2) FX2(y) = FX(
√
y)− FX(−

√
y) + PX{−

√
y}, 其中 y > 0.

2-15 設 X ∼ N(0, 1), k 為介於 0 與 1 之間之常數, a, b ∈ R, a < b, 滿足

P{a < X < b} = k.

若 L = b− a, 試證 : L 為最小之充要條件為 a = −b.

2-16 設 X 為一隨機變數, 若 m ∈ R 滿足

P{X ≤ m} ≥ 1/2, P{X ≥ m} ≥ 1/2,

則稱 m 為 X 之中位數 (median).

(1) 舉一例以說明一隨機變數之中位數未必為唯一 ;

(2) 若 X 為連續型, 其中位數是否必為唯一 ? 理由為何 ?

(3) 若 X ∼ N(0, 1), 試求隨機變數 |X| 之中位數 .

2-17 設 X ∼ NB(1, p), (幾何分配 ), 試證 :

P{X > n +m | X ≥ n} = P{X > m}, ∀n, m ∈ Z+.

隨機變數之變換

2-18 設 X 具 (平移之 ) 幾何分配, 其密度函數為

f : R → [0, 1] : f(x) =

{
(1/2)x, 若 x ∈ N,

0, 否則.

試求 Y = sin(πX/2) 之分配.
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2-19 設 X ∼ N(2, 3), 函數

h : R → R : h(x) =

{[
4
√
x2
]
, 若 |x| < 4,

2, 否則,

內 [ · ] 為最大整數函數. 試求 Y = h ◦X 之密度函數.

2-20 設絕對連續型隨機變數 X 之分配函數 F : R → [0, 1] 為一遞增函數. 試證 : 隨機變數

Y = F ◦X 具 U(0, 1) 分配.

[註: 若 F 不為一遞增時, 本題之結論亦真, 唯證明較為困難. ]

2-21 設 X ∼ B(n, p), 次設

h : {0, 1, 2, · · · , n} → R : h(x) = (−1)x.

試證 : Y = h ◦X 之密度函數為

fY : R → [0, 1] : fY (y) =







(1 + (2p− 1)n)/2, 若 y = 1,

(1− (2p− 1)n)/2, 若 y = −1,

0, 否則.

2-22 設 X 具負指數分配 G(1, 1/λ), c 為一常數. 試求 Y = X + c 之密度函數.

2-23 設 X 具常態分配 N(1, 2), h : R → R : h(x) =

{

x, 若 |x| < 3,

0, 若 |x| ≥ 3.

(1) 試求 Y = h ◦X 之分配函數;

(2) 將 Y 之分配函數化為 F = αFd + (1− α)Fa 時, α =? Fd =? Fa =?

(參見第六節).

2-24 設某大學男生之身高 X ∼ N(171, 5.22) ( 單位 : 公分 ), 今只考慮身高在 170 以上之男

生.

(1) 試求身高在 170 以上之男生佔全校男生之百分比;

(2) 試寫出其機率空間、隨機變數、 分配函數及密度函數; [這種分配稱為截尾分配 (trun-

cated distribution) ].

(3) 試求身高在 171 以下之機率為若干?



Chapter 3

隨機向量

上一章中, 我們利用實值函數之方法, 將非數量性的樣本空間 Ω 予以數量化, 也就是所謂

隨機變數. 由於有了分配函數以及密度函數, 使我們對於由隨機變數引進的數量性樣本空間上

的機率分布有很清晰的了解. 當然我們自然會想到這種函數也可以是二維以上的. 例如 Ω 表某

大學學生集合, 我們除了單獨研究學生之身高或體重之分配外, 是否也希望了解二者之間所存在

的關聯. 最好的方法乃是利用所謂向量函數, 即令

(X, Y ) : Ω → R2 : ω 7→ (X(ω), Y (ω)),

其中 X(ω) 表學生 ω 之身高, Y (ω) 表學生 ω 之體重. 這種函數有以下二個優點 :

一、 可提供單一因素 (身高或體重 ) 之分配 ;

二、 可提供對二因素關聯之了解 .

當然透過嚴格的數學形式, 予以界定並且探討其各項性質仍是必須的.

§ 3.1 隨機向量及其分配

定義 3.1

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間. 如果函數 X : Ω → Rk 滿足

∀B ∈ Bk, X−1(B) ∈ F

則稱 X 為 (Ω, F , P ) 上一 k 維隨機向量 (random vector).

本定義中, 我們仍採用與界定 「隨機變數」 相同之手法, 除了說明它為一自 ω 映至 Rk 之函

數外, 也要求它須滿足 「可測」 之條件.

由上述定義顯然可知, 一維隨機向量即隨機變數.

97



3.1 隨機向量及其分配 98

在 《 微積分 》 中, 我們知道, 由於 X(ω) ∈ Rk, 故可表為

X(ω) = (X1(ω), · · · , Xk(ω)),

其中 X1(ω), · · · , Xk(ω) 均為實數, 因此, 我們可得到 k 個實值函數 Xj : Ω → R, 1 ≤ j ≤ k,

並稱其為 X 之分量函數 (component functions), ( 稍後我們將證明這些 Xj 皆為隨機變數 ),

通常寫為 X = (X1, · · · , Xk).

定理 3.2

設 X = (X1, · · · , Xk) 為 (Ω, F , P ) 上 為一隨機向量.

(1) 若函數 h : Rk → Rm 為 (Bk,Bm) 可測 ( 亦稱 h 為 Borel 可測 ), 則合成函數

h ◦X 為 (Ω, F , P ) 上一 m 維隨機向量;

(2) 若函數 h : Rk → Rm 為連續, 則 h ◦X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機向量.

證 (1) 由於

B ∈ Bm ⇒ h−1(B) ∈ Bk, (因 h 為可測 )

⇒ X−1(h−1(B)) ∈ F , (因 X 為一隨機向量 )

⇒ (h ◦X)−1(B) ∈ F .

是以 h ◦X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機向量.

(2) 連續函數必為 Borel 可測之故. �

定理 3.3

設函數 X = (X1, · · · , Xk) : Ω → Rk, 則 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機向量之充要條件

為每一分量函數 Xj 均為 (Ω, F , P ) 上之隨機變數.

證 (1) 若 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機向量, 因投影函數

Pj : R
k → R : Pj(x1, · · · , xk) = xj ,

(內 j ∈ {1, · · · , k} ) 均為連續, 且 Pj ◦X = Xj, 故由定

理 3.2 之 (2) 知, Xj 為 (Ω, F , P ) 上之一隨機變數.

(2) 若 X1, · · · , Xk 均為 (Ω, F , P ) 上之隨機變數, 先證 :

I1, · · · , Ik 區間 ⊂ R, X−1(I1 × · · · × Ik) ∈ F (⋆)
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此因

X−1(I1 × · · · × Ik) = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ I1 × · · · × Ik}

= {ω ∈ Ω | (X1(ω), · · · , Xk(ω)) ∈ I1 × · · · × Ik}

= {ω ∈ Ω | X1(ω) ∈ I1, · · · , Xk(ω) ∈ Ik}

=

k⋂

j=1

{ω ∈ Ω | Xj(ω) ∈ Ij}

=

k⋂

j=1

X−1
j (Ij) ∈ F .

其次, 令

C = {I1 × I2 × · · · × Ik | I1, · · · , Ik 為 R 之子區間 },

利用 Bk 之定義、 定理 2.3 及 (⋆) 之結果, 知

X−1(Bk) = X−1(σ(C)) = σ(X−1(C)) ⊂ F .

是以 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機向量. �

定理 3.4

設 X, Y 均為 (Ω, F , P ) 上隨機變數, 則 X + Y, X − Y, XY 均為 (Ω, F , P ) 上隨

機變數.

證 由定理 3.2 知 (X, Y ) 為一隨機向量, 若令

h : R2 → R : h(x, y) = x+ y.

顯然 h 為連續, 且 X + Y = h ◦ (X, Y ), 是以 X + Y 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數.

X − Y, XY 之證同理. �

本定理告訴我們, 二隨機變數之和、 差及積均為隨機變數, 當然我們會問二隨機變數之商

X/Y 是否亦為隨機變數? 茲討論如下 :

一、 如果分母 Y 沒有任何限制, 答案顯然是否定的, 例如 : Y (ω) = 0, ∀ω ∈ Ω, 不論 X

是怎樣的隨機變數, 均使 X/Y 之定義域變成空集合, 當然不是個隨機變數.

二、 如果 Y (ω) 6= 0, ∀ω ∈ Ω, 仿照上述定理, 亦可證明 X/Y 為 (Ω, F , P ) 上隨機變數.

但此條件似乎太強, 因為有許多連續型隨機變數, 如常態隨機變數, 其值域顯然包含 0; 我們若

令集合 N = {Y = 0} ⊂ Ω ; 只要 N 之機率為零, (這並不表示 N 必為空集合 ), 此時函數

X/Y 之定義域為 Ω \N , 儘管它可能較 Ω 為小, 但其機率仍為 1, 只要稍為修改隨機變數之定

義, 此一困難即可予以克服, 本來規定 隨機變數 X 應滿足以下三點 :
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(1) X 之定義域為 Ω, (2) X 之值皆為實數 (即有限), (3) X 為可測.

基於實際需要, 我們將其修改為 :

(1) X 殆必界定於 Ω, (2) X 之值殆必為有限, (3) X 為殆必可測.

當然我們也以相同方式處理隨機向量之定義.

定理 3.5

設 X, Y 均為 (Ω, F , P ) 上隨機變數, 且 P{Y 6= 0} = 1, 則 X/Y 為一隨機變數.

證 如果我們令 h : R× R∗ → R : h(x, y) = x/y, 顯然 h 為連續, 又令集合 N = {Y = 0},
由原設知 P (N) = 0, 此時函數 X/Y 顯然滿足 :

(1) X/Y 殆必界定於 Ω, (因其定義域為 Ω \N.)

(2) X/Y 之值殆必為有限, (因 ∀ω ∈ Ω \N, Y (ω) ∈ R∗.)

(3) X/Y 為殆必可測, (因 X/Y = h ◦ (X, Y ).)

是以 X/Y 為一隨機變數. �

以下我們將仿照上一章, 將隨機向量予以分類; 為便於討論, 我們稍加修改, 其實與上一章

之定義並無矛盾之處.

定義 3.6

設 X = (X1, · · · , Xk) 為 (Ω, F , P ) 上一隨機向量.

(1) 我們稱 X 為離散型(discrete type), 如果存在一有限或可數集合 A ∈ Rk 使得

P{X ∈ A} = 1. 此時, 令函數

fX : Rk → [0, 1] : fX(x) = P{X = x} =

{

P{X = x}, 若 x ∈ A,

0, 若 x ∈ Rk \ A,

而稱其為 X 之(機率) 密度函數 (p.d.f. 或 p.m.f.) 若無誤解之可能, fX 亦常寫

為 f .

(2) 我們稱 X 為連續型, 如果 ∀x ∈ Rk, P{X = x} = 0.

(3) 我們稱 X 為絕對連續型, 如果存在一 Lebesgue 可積函數 fX : Rk → R+ 滿足

∀B ∈ Bk,

P{X ∈ B} =

∫

B

fX =

∫

B

fX(x1, · · · , xk) d(x1, · · · , xk).

此時, 函數 fX 稱為 X 之(機率) 密度函數.
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如同隨機變數一樣,絕對連續型之隨機向量必為連續型, 但因非絕對連續型之連續型隨機向

量用途不大, 故在無誤解之可能時, 常稱絕對連續型為連續型.

定理 3.7

隨機向量 X = (X1, · · · , Xk) 為離散型之充要條件為 X1, · · · , Xk 均為離散型.

證 若 X 為離散型, 則存在一至多可數集合 A ∈ Rk 使得 P{X ∈ A} = 1, 令集合

A1 = {x1 ∈ R | ∃ x2, · · · , xk ∈ R, 使得 (x1, · · · , xk) ∈ A}

顯然 A1 為至多可數, 且

P{X1 ∈ A1} = P{X1 ∈ A1, X2 ∈ R, · · · , Xk ∈ R}

≥ P{(X1, · · · , Xk) ∈ A} = 1

是以 X1 為離散型. X2, · · · , Xk 同理可證之.

反之, 若 X1, · · · , Xk 均為離散型, 則存在有限或可數集合 A1, · · · , Ak ⊂ R 使得

P{X1 ∈ A1} = 1, · · · , P{Xk ∈ Ak} = 1, 令 A = A1 × · · · ×Ak, 則 A 顯然為至多可

數, 且因

P{X ∈ A} = P
{

(X1, · · · , Xk) ∈ A1 × · · · ×Ak

}

= P{X1 ∈ A1, · · · , Xk ∈ Ak}

= P

( k⋂

j=1

{Xj ∈ Aj}
)

= 1, (參見習題 1–22. )

是以 P{X ∈ A} = 1. 亦即 X 為離散型. �

如果隨機向量 X = (X1, · · · , Xk) 為絕對連續型, 我們可以證明每一分量 Xj 均為絕對連

續型 (詳第四節 ). 但若 X1, · · · , Xk 均為絕對連續型, 則隨機向量 X = (X1, · · · , Xk) 未必為

絕對連續型. 例如, X = Y 具 N(0, 1) 分配, 假定 (X, Y ) 為絕對連續型, 即存在 f : R2 → R+

滿足

∀B ∈ B 2 ,

∫ ∫

B

f(x, y) dx dy = P{(X, Y ) ∈ B}. (⋆)

令 L = {(x, y) ∈ R2 | x = y} , 則

1 = P{X = Y } = P{(X, Y ) ∈ L}

⇒
∫ ∫

R2\L
f(x, y) dx dy = P{(X, Y ) ∈ R2 \ L} = 0

⇒ f = 0 a. e., (利用實變函數論知 L 之 Lebesgue 測度為 0 )

⇒ P{(X, Y ) ∈ L} =

∫ ∫

L

f(x, y) dx dy = 0 , ( ∵ (⋆) )
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但 P{(X, Y ) ∈ L} = 1, 此一矛盾說明 (X, Y ) 不為絕對連續型, 而為奇異連續型.

雖然 X1, · · · , Xk 均為連續型時, 隨機向量 X = (X1, · · · , Xk) 未必為絕對連續型. 但當

X1, · · · , Xk 為獨立時 (詳見第六章 ), 則 X = (X1, · · · , Xk) 必為絕對連續型.

§ 3.2 常用隨機向量之分配

(一) 多項分配 (Multinomial distribution)

有一袋子, 內置 k 種不同顏色之球各若干 (未必相等), 今以 「放回」 方式隨機抽取 n 個, 假

設抽得 C1 色球之機率為 p1, · · · , 抽得 Ck 色球之機率為 pk, (p1+ · · ·+ pk = 1), 則此試驗之

• 樣本空間為 Ω = {ω = (a1, a2, · · · , an) | ∀ j, aj ∈ {C1, · · · , Ck}} ;

• σ 域為 F = P(Ω), (因為 #Ω = kn 有限 ) ;

• 機率測度為 P : F → [0, 1] : P{ω} = px1

1 · · · pxk

k , (內 ω 中有 x1 個 C1, · · · , xk 個 Ck ).

次設

X1 : Ω → R : X1(ω) = ω 中 C1 色球之數目,

...

Xk : Ω → R : Xk(ω) = ω 中 Ck 色球之數目,

X = (X1, · · · , Xk) : Ω → Rk : X(ω) = (X1(ω), · · · , Xk(ω)).

則

(1) X 為一隨機向量, (此因 F = P(Ω) ) ;

(2) X 為離散型, 因為 X 之值域為

A = X(Ω) = {(x1, · · · , xk) | xj ∈ Z+, x1 + · · ·+ xk = n},
顯然為有限 ;

(3) X 之密度函數為

f : Rk → [0, 1] : f(x) = P{X = x} =

{

∗, 若 x ∈ A,

0, 若 x ∈ Rk \ A,

內 x = (x1, · · · , xk).

∗ = P{X1 = x1, · · · , Xk = xk} =

(
n

x1, · · · , xk

)

px1

1 · · · pxk

k ,

(

理由仿二項分配, 其中組合符號

(
n

x1, · · · , xk

)

=
n!

x1! · · ·xk!
, 參見本書附錄一

)

,

此種分配稱為多項分配. 記為 X ∼ Mk(n, p).
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註 : 提醒讀者, 多項式定理 (multinomial theorem) 為 : 設 a1, · · · , ak ∈ R, n ∈ N, 則

(a1 + · · ·+ ak)
n =

∑

(x1, ··· , xk)∈A

(
n

x1, · · · , xk

)

ax1

1 · · · axk

k .

其中 A = {(x1, · · · , xk) | xj ∈ Z+, x1 + · · ·+ xk = n}. 證明參見

http://en.wikipedia.org/wiki/Multinomial theorem

利用此一定理, 我們可證得

∑

x∈A
f(x) =

∑

x∈A

(
n

x1, · · · , xk

)

px1

1 · · ·pxk

k = (p1 + · · ·+ pk)
n = 1.

(二) 二元常態分配(Bivariate Normal distribution)

若函數

f : R2 → R+ : f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√

1− ρ2
exp

(

− Q(x, y)

2

)

,

其中

Q(x, y) =
1

1− ρ2

[(x− µ1

σ1

)2

− 2ρ
(x− µ1

σ1

)(y − µ2

σ2

)

+
(y − µ2

σ2

)2]

,

µ1, µ2 ∈ R, σ1, σ2 > 0, −1 < ρ < 1, 為隨機向量 X = (X1, X2) 之一密度函數, 則稱 X 具

二元常態分配. 而 µ1, µ2, σ1, σ2, ρ 稱為此分配之參數或母數. 若 µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1,

σ2 = 1, ρ = 0, 則稱 X 具二元標準常態分配.

二元常態分配之密度函數之圖形, 狀如山形, 且於點 (µ1, µ2) 有最大值. ρ 為 X1 與 X2 之

相關係數 (下一章), 當 ρ = 0 且 σ1 = σ2 時, 此山之等高線為一圓, 否則為一橢圓. 參見以下二

圖 :

圖 3–1A 二元常態分配之密度函數, ρ = 0.3
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圖 3–1B 二元常態分配之密度函數, ρ = 0.9

(三) 二元均勻分配(Bivariate uniform distribution)

若函數

f : R2 → R+ : f(x, y) =







1

c
, 若 (x, y) ∈ A,

0, 否則,

為隨機向量 (X, Y ) 之一密度函數, 則稱 (X, Y ) 於 A 上具二元均勻分配. 其中 A ⊂ R2, 其

Lebesgue 測度 (即面積) 為 c = λ(A) > 0.

例 1. 設 A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}, 顯然 λ(A) = π, 若函數

f : R2 → R+ : f(x, y) =







1

π
, 若 (x, y) ∈ A,

0, 否則,

為隨機向量 (X, Y ) 之一密度函數, 則 (X, Y ) 於 A 上具二元均勻分配. 參見圖 3–2.

圖 3–2
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§ 3.3 隨機向量之分配函數

定義 3.8

設 X = (X1, · · · , Xk) 為 (Ω, F , P ) 上一隨機向量, 則函數

(1) PX : Bk → [0, 1] : PX(B) = P{X ∈ B} 稱為 X 之機率分配函數;

(2) FX : Rk → [0, 1] : FX(x1, · · · , xk) = P{X1 ≤ x1, · · · , Xk ≤ xk, }
= PX

(
(−∞, x1]× · · · × (−∞, xk]

)

稱為 X 之(累積) 分配函數 (c.d.f. 或 d.f.), 若無誤解之可能時, FX 亦常寫為 F .

例 1. 設 (X, Y ) 之密度函數為 f : R2 → R+ :

f(x, y) y = 0 y = 1 y = 3 y = 5

x = −1
1

12

1

6

1

12
0

x = 3
1

6

1

12
0

1

12

x = 4 0
1

12

1

6

1

12

[

註: 上表意思是 f(−1, 0) =
1

12
, · · · ;

]

在其他點上, f(x, y) = 0, 試求 (X, Y ) 之分配函數.

解

F (x, y) y < 0 0 ≤ y < 1 1 ≤ y < 3 3 ≤ y < 5 5 ≤ y

x < −1 0 0 0 0 0

−1 ≤ x < 3 0
1

12

3

12

4

12

4

12

3 ≤ x < 4 0
3

12

6

12

7

12

8

12

4 ≤ x 0
3

12

7

12

10

12
1

�

X = (X1, · · · , Xk) 之 (累積) 分配函數 FX 亦常稱為 X1, · · · , Xk 之聯合分配函數(joint

distribution function), 而寫為 FX1, ··· , Xk
. 同理, X 之密度函數 fX 亦可稱為 X1, · · · , Xk 之

聯合密度函數(joint density function), 而寫為 fX1,··· ,Xk
.



3.3 隨機向量之分配函數 106

定理 3.9

設 F 為隨機向量 X = (X, Y ) 之分配函數, 則

(1) 若 x1, x2, y1, y2 ∈ R 且 x1 < x2, y1 < y2, 則

P{x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2}

= F (x2, y2)− F (x2, y1)− F (x1, y2) + F (x1, y1).

(2) F 對於變數 x 及 y 均分別為右連續, 意即 ∀ p, ∀ q ∈ R,

lim
x→p+

F (x, q) = F (p, q),

lim
y→q+

F (p, y) = F (p, q).

(3) lim
x→−∞

F (x, q) = 0, lim
y→−∞

F (p, y) = 0, lim
x→+∞
y→+∞

F (x, y) = 1.

證 (1) 參考圖 3–3, 令

A = (x1, x2]× (y1, y2],

B1 = (−∞, x1]× (−∞, y2],

B2 = (−∞, x2]× (−∞, y1],

C = B1 ∩ B2 = (−∞, x1]× (−∞, y1], (網點部分),

R = A ∪ B1 ∪ B2 = (−∞, x2]× (−∞, y2], 圖 3–3
則 R = A+ (B1 ∪B2), 是以

F (x2, y2) = PX(R) = PX(A) + PX(B1 ∪ B2)

= PX(A) + PX(B1) + PX(B2)− PX(B1 ∩ B2)

= PX(A) + PX(B1) + PX(B2)− PX(C)

= PX(A) + F (x1, y2) + F (x2, y1)− F (x1, y1).

故 F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) = PX(A).

(2) 及 (3) 仿定理 2.11, 讀者自證之. �

定理 3.10

設 X 為絕對連續型隨機向量, f 為其密度函數, g : Rk → R+, 則 g 為 X 之密度函數

之充要條件為 f = g a.e. (意即 : 集合 {x ∈ Rk | f(x) 6= g(x)} 為零測度. )
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證 仿定理 2.19 之證. �

定理 3.11

設 F 為絕對連續型隨機向量 X 之分配函數, f : Rk → R+, 則 f 為 X 之密度函數之

充要條件為

∀ x1, · · · , ∀ xk ∈ R, F (x1, · · · , xk) =

∫ xk

−∞
· · ·

∫ x1

−∞
f(t1, · · · , tk) dt1 · · · dtk.

證 仿定理 2.20 之證. �

定理 3.12

設 F 為絕對連續型隨機向量 X 之分配函數, 若令 f : Rk → R+ :

f(x1, · · · , xk) =







∂kF (x1, · · · , xk)

∂x1 · · ·∂xk
, 若 (x1, · · · , xk) ∈ A,

0, 若 (x1, · · · , xk) 6∈ A,

內 A =
{

(x1, · · · , xk) ∈ Rk
∣
∣
∣
∂kF (x1, · · · , xk)

∂x1 · · ·∂xk
存在

}

, 則 f 為 X 之密度函數.

證 仿定理 2.21 之證. �

多維隨機向量之分配函數及密度函數之間尚可導得多項性質, 惟對於初學者似嫌過分繁重,

故予從略.

§ 3.4 邊際分配

設 X 為上一 k 維隨機向量. 本節中我們將探討 : 如果 X 之密度函數 fX 為已知, 我們是

否可以求得各隨機變數 Xj 之密度函數. 為使讀者易於接受, 我們先舉一例.

例 1. 某班學生共 10 人, 其身高、 體重之分組次數表下 :

人數 164cm 166cm 170cm 172cm 176cm 合計

56kg 1 - - - - 1

58kg 1 2 1 - - 4

60kg - - 2 - - 2

62kg - 1 - - - 1

64kg - - - 1 1 2

計 2 3 3 1 1 10
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若以比率 (機率) 表示, 僅需將上表內各人數分別除以總人數 10, 即

人數 164cm 166cm 170cm 172cm 176cm 合計

56kg 1/10 - - - - 1/10

58kg 1/10 2/10 1/10 - - 4/10

60kg - - 2/10 - - 2/10

62kg - 1/10 - - - 1/10

64kg - - - 1/10 1/10 2/10

計 2/10 3/10 3/10 1/10 1/10 1

圖 3–4 X 與 Y 之聯合密度函數圖

今欲研究該班學生體重之分配情形, 則僅需將各體重之機率予以合計 (如第二表右

欄), 即知該班學生體重為 56, 58, 60, 62, 64 公斤各佔之比率為若干. 換言之, 若 X 表身

高變數, Y 表體重變數, fX,Y 為 X 與 Y 之聯合密度函數 (如第二表所示), 則 Y 之密度

函數應為

fY : R → [0, 1] : fY (y) =







1/10, 若 y ∈ {56, 62},

2/10, 若 y ∈ {60, 64},

4/10, 若 y ∈ {58},

0, 否則,

此恰為第二表右欄之數字. �

是以我們有如下之定義.
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定理 3.13

設 X = (X1, X2) 為 (Ω, F , P ) 上為一離散型隨機向量, ( 即存在一至多可數集合

A ⊂ R2 使得 P{X ∈ A} = 1 ), fX 為其密度函數, 次設

A1 = {x1 ∈ R | ∃ x2 ∈ R, 使得 (x1, x2) ∈ A},

B(x1) = {x2 ∈ R | (x1, x2) ∈ A},內 x1 ∈ A1.

則函數

f1 : R → [0, 1] : f1(x1) =







∑

x2∈B(x1)

fX(x1, x2), 若 x1 ∈ A1,

0, 否則,

為隨機變數 X1 之密度函數. (亦稱 f1 為 X1 之邊際密度函數 (marginal p.d.f.), 相

對於我們稱 fX = fX1,X2
為 X1, X2 之聯合密度函數(joint p.d.f.) ).

證 由於

P{X1 ∈ A1} = P{X1 ∈ A1, X2 ∈ R} ≥ P{(X1, X2) ∈ A} = 1.

顯然, 當 x1 6∈ A1 時, P{X1 = x1} = 0 = f1(x1). 此外, 當 x1 ∈ A1 時,

P{X1 = x1} = P{X1 = x1, X2 ∈ R}

= P{X1 = x1, X2 ∈ B(x1)}

=
∑

x2∈B(x1)

f(x1, x2) = f1(x1).

是以函數 f1 為 X1 之密度函數. �

當 x1 ∈ A1 時, f1(x1) =
∑

x2∈B(x1)

fX(x1, x2) 簡寫為 f1(x1) =
∑

x2

fX(x1, x2). 同理, 函數

f2 : R → [0, 1] : f2(x2) =







∑

x1

fX(x1, x2), 若 x2 ∈ A2,

0, 否則,

其中 A2 = {x2 ∈ R | ∃ x1 ∈ R, 使得 (x1, x2) ∈ A}, 則為隨機變數 X2 之 (邊際) 密度函數.

此一觀念我們不難加以推廣, 設 X = (X1, · · · , Xk) 為 (Ω, F , P ) 上為一 k 維離散型隨機向

量, fX 為其密度函數, 則函數

f1 : R → [0, 1] : f1(x1) =







∑

x2

· · ·
∑

xk

fX(x1, · · · , xk), 若 x1 ∈ A1,

0, 否則,
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內 A1 = {x1 ∈ R | ∃ x2, · · · , xk ∈ R, (x1, · · · , xk) ∈ A}, 為隨機變數 X1 之 (邊際) 密度函

數. 而函數

f1,2 : R
2 → [0, 1] :

f1,2(x1, x2) =







∑

x3

· · ·
∑

xk

fX(x1, · · · , xk), 若 (x1, x2) ∈ A1,2,

0, 否則,

( 內 A1,2 = {(x1, x2) ∈ R2 | ∃ x3, · · · , xk ∈ R 使得 (x1, · · · , xk) ∈ A} ), 為隨機向量

(X1, X2) 之 (邊際) 密度函數. 其餘同理.

定理 3.14

設 X = (X1, X2) 為 (Ω, F , P ) 上為一連續型隨機向量, fX 為其一密度函數, 則函數

f1 : R → R+ : f1(x1) =

∫ +∞

−∞
fX(x1, x2) dx2,

f2 : R → R+ : f2(x2) =

∫ +∞

−∞
fX(x1, x2) dx1,

分別為 X1 及 X2 之密度函數. (亦稱為邊際密度函數 ).

證 設 F1 為 X1 之分配函數, 往證 : ∀ x1 ∈ R, F1(x1) =

∫ x1

−∞
f1(t1)dt1.

F1(x1) = P{X1 ≤ x1}

= P{X1 ≤ x1, X2 ∈ R}

=

∫ x1

−∞

∫ +∞

−∞
fX(t1, t2) dt2 dt1

=

∫ x1

−∞
f1(t1) dt1.

由定理 2.19 知, f1 為 X1 之密度函數. f2 同理可證之. �

與離散型之情形相似, 我們也可推廣而得以下之邊際分配 : 設 fX 為絕對連續型隨機向量

X = (X1, · · · , Xk) 之密度函數, 則

f1 : R → R+ : f1(x1) =

∫

· · ·
∫

Rk−1

fX(x1, · · · , xk) dx2 · · ·dxk

為 X1 之 (邊際) 密度函數. 而函數

f1,2 : R
2 → R+ : f1,2(x1, x2) =

∫

· · ·
∫

Rk−2

fX(x1, · · · , xk) dx3 · · ·dxk

為 (X1, X2) 之 (邊際) 密度函數.
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§ 3.5 條件分配

例 1. (續上節例 1 ) 在條件 58 公斤中, 我們欲了解身高分配之情況 (換言之, 體重不是 58 公

斤者, 均不在考慮之列, 體重為 58 公斤者按其身高分類之 ), 則應有

類別
身高 164 166 170 合計

人 數 1 2 1 4

對全班比率 f(x, 58) 1/10 2/10 1/10 4/10 ∗

對 58kg 級比率 f(x|58) 1/4 2/4 1/4 1

由 『對全班比率』 以求 『對 58 級公斤級比率』 時, 我們可以 『合計比率 ∗』 4/10 遍除各

『對全班比率』, 即

f(x|58) = f(x, 58)

4/10
,內 x ∈ {164, 166, 170}.

上表中最下面一列亦為一種密度函數, 我們將稱其為條件密度函數. �

定義 3.15

設 X = (X1, X2) 為 (Ω, F , P ) 上為一離散型隨機向量, fX 為其一密度函數; 次設

P{X2 = x2} > 0, 內 x2 為一 (固定) 實數, f2 為 X2 之邊際密度函數, 則函數

f( · |x2) : R → [0, 1] : f(x1|x2) = P{X1 = x1|X2 = x2}

=
P{X1 = x1, X2 = x2}

P{X2 = x2}

=
fX(x1, x2)

f2(x2)

稱為 給 X2 = x2 後, X1 之條件密度函數 (conditional p.d.f.). 同理, 讀者可以自行界

定給 X1 = x1 後, X2 之條件密度函數.

若 X = (X1, X2) 為 (Ω, F , P ) 上為一連續型之隨機向量, 如果我們仿照離散型情況而規

定 f(x1|x2) = P{X1 = x1|X2 = x2}, 則因 P{X2 = x2} = 0, 此一規定顯然是錯誤的. 為此,

我們先考慮 x2 ∈ R 使得

P{x2 ≤ X2 ≤ x2 + h} > 0, 內 ∀h > 0.

則給事件 {x2 ≤ X2 ≤ x2 + h} 後 X1 之條件分配函數應為

P{X1 ≤ x1 | x2 ≤ X2 ≤ x2 + h} =

∫ x2+h

x2

∫ x1

−∞ fX(t1, t2) dt1 dt2
∫ x2+h

x2
f2(t2) dt2

,
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若 f 及 f2 均為連續函數且 f2(x2) > 0, 則上述機率之極限為

lim
h→0+

P{X1 ≤ x1 | x2 ≤X2 ≤ x2 + h}

= lim
h→0+

∫ x1

−∞
∫ x2+h

x2
fX(t1, t2) dt2 dt1

∫ x2+h

x2
f2(t2) dt2

=

∫ x1

−∞ fX(t1, x2) dt1

f2(x2)
, ( l’Hospital 規則 )

=

∫ x1

−∞

fX(t1, x2)

f2(x2)
dt1.

同理可證

lim
h→0+

P{X1 ≤ x1 | x2 − h ≤ X2 ≤ x2} =

∫ x1

−∞

fX(t1, x2)

f2(x2)
dt1.

我們當可視此一極限為給為 「給 X2 = x2 後, X1 之條件分配函數」, 即

F (x1 | X2 = x2) =

∫ x1

−∞

fX(t1, x2)

f2(x2)
dt1.

利用定理 2.19 知, 函數
fX(x1, x2)

f2(x2)
乃為上述條件分配對應之密度函數. 因此, 我們界定如下 :

定義 3.16

設 X = (X1, X2) 為 (Ω, F , P ) 上為一連續型隨機向量, fX 為其一密度函數, 而 f1

及 f2 分別為 X1 及 X2 之邊際密度函數.

(1) 若 x2 ∈ R 使得 f2(x2) > 0, 則函數

f( · |x2) : R → R+ : f(x1|x2) =
fX(x1, x2)

f2(x2)

稱為給 X2 = x2 後, X1 之條件密度函數.

(2) 若 x1 ∈ R 使得 f1(x1) > 0, 則函數

f( · |x1) : R → R+ : f(x2|x1) =
fX(x1, x2)

f1(x1)

稱為 給 X1 = x1 後, X2 之條件密度函數.

例 2. 設隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為 f : R2 → [0, 1] :

f(x, y) =







2

n(n + 1)
, 若 (x, y) ∈ A,

0, 否則,

其中 n ∈ N, A = {(x, y) ∈ N2 | 1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ x}, 如圖 3–5.
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(1) 檢驗
∑

(x,y)∈A
f(x, y) 是否等於 1 ;

(2) 試求 X 及 Y 之邊際密度函數 ;

(3) 試求 : 給 X = x (∈ {1, · · · , n}) 後, Y 之條件密度函數 .

圖 3–5

解 (1) 由圖 3–5 知, A 之基數為 n(n + 1)/2, 是以

∑

(x,y)∈A
f(x, y) =

n(n+ 1)

2
· 2

n(n+ 1)
= 1.

(2) X 之邊際密度函數為 fX : R → [0, 1] :

fX(x) =







x∑

y=1

f(x, y), 若 x ∈ {1, · · · , n},

0, 否則,

=







2x

n(n + 1)
, 若 x ∈ {1, · · · , n},

0, 否則,

Y 之邊際密度函數為 fY : R → [0, 1] :

fY (y) =







n∑

x=y

f(x, y), 若 y ∈ {1, · · · , n},

0, 否則,

=







2(n− y + 1)

n(n + 1)
, 若 y ∈ {1, · · · , n},

0, 否則,

(3) 給 X = x (∈ {1, · · · , n}) 後 Y 之條件密度函數為

f( · |x) : R → [0, 1] : f(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

{ ∗, 若 y ∈ {1, · · · , x},
0, 否則,

內 ∗ =

2

n(n+ 1)

2x

n(n+ 1)

=
1

x
. �
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例 3. 設連續型隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{

xe−x(1+y), 若 x > 0, y > 0,

0, 否則,

(1) 檢驗

∫ ∫

R2

f(x, y) dx dy 是否等於 1 ;

(2) 試求 X 及 Y 之邊際密度函數 ;

(3) 試求 : 給 Y = y (> 0) 後 X 之條件密度函數 .

解 (1)

∫ ∫

R2

f(x, y) dx dy =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

xe−x(1+y) dy dx

=

∫ +∞

0

xe−x
{e−xy

−x

∣
∣
∣

y=+∞

y=0

}

dx

=

∫ +∞

0

e−xdx = 1.

(2) X 之邊際密度函數為

fX : R → R+ : fX(x) =

∫

R

f(x, y)dy =

{ ∗, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0,

內 ∗ =

∫ +∞

0

xe−x(1+y)dy = e−x, (參見 (1) 之解 ).

Y 之邊際密度函數為

fY : R → R+ : fY (y) =

∫

R

f(x, y) dx =

{ ∗∗, 若 y > 0,

0, 若 y ≤ 0,

內

∗∗ =

∫ +∞

0

xe−x(1+y) dx

= Γ(α)βα

∫ +∞

0

1

Γ(α)βα
xα−1e−x/β dx, (內 α = 2, β = (1 + y)−1 )

= Γ(α)βα, (被積函數為 G(α, β) 密度函數 )

=
1

(1 + y)2
.

(3) 給 Y = y (> 0) 後 X 之條件密度函數為

f( · |y) : R → R+ : f(x|y) =
{ ∗∗∗, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0,

內 ∗∗∗ =
f(x, y)

fY (y)
= xe−x(1+y)(1 + y)2. �
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§ 3.6 隨機向量之變換

在上一章第七節, 我們介紹過, 如果一隨機變數 X 之分配為已知, 則其變換 Y = h ◦ X

之機率分配函數、 累積分配函數及密度函數亦可對應求出. 本節則進一步探討隨機向量之情形.

利用隨機變數之方法無法由已知 X 及 Y 分配求得 X + Y 、X − Y 及 XY 等之分配, 在本節

中, 我們將可予以解決.

定理 3.17

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機向量, PX 為其機率分配函數, 函數 h : Rk → Rm 為

Borel 可測, 則函數 Y = h ◦X 之機率分配函數為

PY : B → [0, 1] : PY(B) = PX(h
−1(B)).

證 仿定理 2.21, 讀者自證之. �

註 : 若 X 之累積分配函數 FX 為已知, 而欲求 Y = h ◦X 之分配函數, 則因

FY(y) = FY(y1, · · · , ym)

= P{Y1 ≤ y1, · · · , Ym ≤ ym}

= P{Y ∈ (−∞, y1]× · · · × (−∞, ym]}

= PX

(

h−1
(

(−∞, y1]× · · · × (−∞, ym]
))

.

除非集合 h−1
(

(−∞, y1]× · · · × (−∞, ym]
)

甚為單純, 否則 FY(y) 不易表為 FX 之函

數.

例 1. 設 (X, Y ) 於 [0, 1]× [0, 1] 上具均勻分配, 即其密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{
1, 若 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0, 否則.

試求 : Z = X + Y 之分配函數.

解 令函數 h : R2 → R : h(x, y) = x+ y, 則 Z = X + Y = h ◦ (X, Y ).

∀ z ∈ R, FZ(z) = P{Z ≤ z}

= P{h ◦ (X, Y ) ∈ (−∞, z]}

= P{(X, Y ) ∈ h−1(−∞, z]},
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其中

h−1(−∞, z] = {(x, y) ∈ R2 | h(x, y) ∈ (−∞, z]}

= {(x, y) ∈ R2 | x+ y ≤ z}, (如圖 3–6 網點部分. )

圖 3–6 圖 3–7

(1) 若 z < 0, 則因網點部分與 [0, 1]× [0, 1] 為互斥, 故 FZ(z) = 0.

(2) 若 0 ≤ z ≤ 1, 則因 (X, Y ) 在 [0, 1]× [0, 1] 上其均勻分配, 故

FZ(z) =

∫ z

0

∫ z−y

0

dx dy =
z2

2
. (參考圖 3–7 ).

(3) 若 1 < z ≤ 2, 同理可得

FZ(z) = 1−
∫ 1

z−1

∫ 1

z−y

dx dy

= 1−
∫ 1

z−1

(1− z + y) dy = 1− (2− z)2

2
.

(4) 若 z > 2, 則因網點部分包含 [0, 1]× [0, 1], 故 FZ(z) = 1.

總之, Z = X + Y 之分配函數為

FZ : R → [0, 1] : FZ(z) =







0, 若 z < 0,

z2

2
, 若 0 ≤ z ≤ 1,

1− (2− z)2

2
, 若 1 < z ≤ 2,

1, 若 2 < z.

圖 3–8
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為了更了解 Z 之分配情形, 我們將 FZ 予以微分而得 Z 之密度函數如下 :

fZ : R → R+ : fZ(z) =







0, 若 z < 0,

z, 若 0 ≤ z ≤ 1,

2− z, 若 1 < z ≤ 2,

0, 若 2 < z.

其圖形如下 :

圖 3–9 �

利用上述結果, 我們可以迅速解決以下問題 :

• 自區間 [0, 1] 中隨機抽取二數, 試問此二數之和大於 0.5 且小於 1.5 之機率為若干? (習

題 3.13 ).

定理 3.18 (離散型隨機向量之變換公式 )

設 X = (X1, · · · , Xk) 為 (Ω, F , P ) 上一離散型隨機向量, fX 為其密度函數, 集

合 A = {x ∈ R | fX(x) > 0}; 次設函數 h : Rk → Rm 為 Borel 可測, 隨機變數

Y = h ◦X, 則

(1) P{Y ∈ B} = 1, 內 B = h(A);

(2) Y 之密度函數為

fY : Rm → [0, 1] : fY(y) =







∑

x∈h−1{y}

fX(x), 若 y ∈ B,

0, 若 y ∈ Rm \B,

(3) 若 h 為 A 映至 B 之一對射函數, 則當 y ∈ B 時, fY(y) = fX(h
−1(y)).

證 仿定理 2.25, 讀者自證之. �
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例 2. 設 X1 具 B(n1, p) 分配, 其密度函數為 f1, X2 具 B(n2, p) 分配, 其密度函數為 f2. 次

設 X = (X1, X2) 之密度函數為

fX(x1, x2) = f1(x1)f2(x2);

(在第六章中, 我們將稱 X1 與 X2 為獨立 ), 試證 : Y1 = X1 +X2 具 B(n1 + n2, p) 分

配. 若設 Y2 = X2, 並求 : 給 Y1 = y1 後 Y2 之條件分配.

解 令 Y = (Y1, Y2).

1◦ 先求 Y 之密度函數. 由於 X = (X1, X2) 之密度函數為

fX(x1, x2) =







(
n1

x1

)(
n2

x2

)

px1+x2(1− p)n1+n2−(x1+x2), 若 (x1, x2) ∈ A,

0, 否則.

內

A =
{

(x1, x2)
∣
∣
∣ x1 ∈ {0, 1, · · · , n1}, x2 ∈ {0, 1, · · · , n2}

}

= {0, 1, · · · , n1} × {0, 1, · · · , n2}.

令 h : R2 → R2 : h(x1, x2) = (x1 + x2, x2). 則

圖 3–10

(a) B = h(A).

=
{

(y1, y2) ∈ Z2
∣
∣
∣ 0 ≤ y1 ≤ n1 + n2, 0 ≤ y2 ≤ n2, 0 ≤ y1 − y2 ≤ n1

}

=
{

(y1, y2) ∈ Z2
∣
∣
∣ 0 ≤ y1 ≤ n1 + n2,

max{0, y1 − n1} ≤ y2 ≤ min{y1, n2}
}

.

(b) h 為一嵌射, 此因

h(x1, x2) = h(x′
1, x

′
2) ⇔ (x1 + x2, x2) = (x′

1 + x′
2, x

′
2)

⇔ x1 + x2 = x′
1 + x′

2 且 x2 = x′
2

⇔ x1 = x′
1 且 x2 = x′

2

⇔ (x1, x2) = (x′
1, x

′
2).
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(c) 至於 h|A 之反函數, 由於

(y1, y2) = h(x1, x2) = (x1 + x2, x2)

⇔
{
y1 = x1 + x2,

y2 = x2

⇔
{
x1 = y1 − x2,

x2 = y2

⇔
{
x1 = y1 − y2,

x2 = y2;

知 h−1 : B → A : h−1(y1, y2) = (y1 − y2, y2).

由以上三點, 利用定理 3.18 知, Y = (Y1, Y2) 之 p.d.f. 為

fY : R2 → [0, 1] : fY(y1, y2) =

{

∗, 若 (y1, y2) ∈ B,

0, 若 (y1, y2) 6∈ B,

內 ∗ = fX(h
−1(y1, y2)) =

(
n1

y1 − y2

)(
n2

y2

)

py1(1− p)n1+n2−y1 .

2◦ 次求 Y1 之密度函數. fY1
: R → [0, 1] :

fY1
(y1) =







∑

y2

fY(y1, y2) = ∗∗, 若 y1 ∈ {0, 1, · · · , n1 + n2},

0, 否則,

如果我們令 u = max{0, y1 − n1}, v = min{y1, n2}, 則上式中的

∗∗ =

v∑

y2=u

(
n1

y1 − y2

)(
n2

y2

)

py1(1− p)n1+n2−y1

=

(
n1 + n2

y1

)

py1(1− p)n1+n2−y1 , (見附錄一定理 A.4 )

即 Y1 具 B(n1 + n2, p) 分配.

3◦ 最後求 「 給 Y1 = y1 後 Y2 之條件分配 」.

對於 y1 ∈ {0, 1, · · · , n1 + n2},
• 若 y2 不為介於 max{0, y1 − n1} 及 min{y1, n2} 之整數, 顯然 f(y2|y1) = 0;

• 若 y2 為整數且, max{0, y1 − n1} ≤ y2 ≤ min{y1, n2}, 則

f(y2|y1) =
fY(y1, y2)

fY1
(y1)

=

(
n1

y1 − y2

)(
n2

y2

)

py1(1− p)n1+n2−y1

(
n1 + n2

y1

)

py1(1− p)n1+n2−y1

=

(
n1

y1 − y2

)(
n2

y2

)

(
n1 + n2

y1

)

,

亦即, 此條件分配為一超幾何分配. �
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定理 3.19 (連續型隨機向量之變換公式 )

X = (X1, · · · , Xk) 為 (Ω, F , P ) 上一連續型隨機向量, fX 為其密度函數, 集合

A = {x ∈ R | fX(x) > 0}; 次設函數 h : Rk → Rk 滿足

(1) h|A : A → B = h(A) 為一對射;

(2) h|A 之反函數 h−1 = (g1, · · · , gk) : B → A, 其內 g1, · · · , gk 皆為連續可偏微

分;

(3) h−1 之 Jacobian

Jh−1(y) = det(Digj(y)) 1≤i≤k
1≤j≤k

6= 0, ∀y ∈ B.

則 Y = h ◦X 之密度函數為

fY : Rk → R+ : fY(y) =

{
fX(h

−1(y)) · |(Jh−1)(y)|, 若 y ∈ B,

0, 若 y 6∈ B.

證 仿定理 2.26, 讀者自證之. �

例 2. 設 X1 ∼ U(α, β), X2 ∼ U(α, β), X = (X1, X2) 之密度函數為 X1 及 X2 密度函數之

積 (在第六章中, 有此一條件時, 稱 X1 與 X2 為獨立 ). 試求 : Y1 = X1 +X2 之密度函

數.

[ 說明 ] 提醒讀者注意 : 在定理 3.19 之前提中, 規定 h 之定義域及對應域之維度 (dimension)

必須相同; 在此, 若令

h : R2 → R : h(x1, x2) = x1 + x2,

雖有 Y1 = X1+X2 = h ◦ (X1, X2), 但不能利用此一定理. 除非稍加修改, 以配合上述定

理.

解 X = (X1, X2) 之密度函數為

fX : R2 → R+ : fX(x1, x2) =







1

(β − α)2
, 若 (x1, x2) ∈ A,

0, 若 (x1, x2) 6∈ A,

內 A = [α, β]× [α, β]. 若令

h : R2 → R2 : h(x1, x2) = (x1 + x2, x2).

則
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1◦ h ◦X = (X1 +X2, X2) = (Y1, Y2), (令 Y2 = X2 );

2◦ B = h(A)

= {(x1 + x2, x2) | α ≤ x1 ≤ β, α ≤ x2 ≤ β}

= {(x1 + x2, x2) | 2α ≤ x1 + x2 ≤ 2β, α ≤ x2 ≤ β, α ≤ x1 ≤ β}

(令 y1 = x1 + x2, , y2 = x2 )

= {(y1, y2) | 2α ≤ y1 ≤ 2β, α ≤ y2 ≤ β, α ≤ y1 − y2 ≤ β}.

圖 3–11

3◦ h|A : A → B = h(A) 顯然為一對射, 因為

h(x1, x2) = h(x′
1, x

′
2)

⇔ (x1 + x2, x2) = (x′
1 + x′

2, x
′
2)

⇔
{
x1 + x2 = x′

1 + x′
2,

x2 = x′
2

⇔ x1 = x′
1 且 x2 = x′

2

⇔ (x1, x2) = (x′
1, x

′
2).

4◦ 至於 h|A 之反函數, 由於

(y1, y2) = h(x1, x2) = (x1 + x2, x2)

⇔
{
y1 = x1 + x2,

y2 = x2

⇔
{
x1 = y1 − x2,

x2 = y2

⇔
{
x1 = y1 − y2,

x2 = y2;

是以 h−1 : B → A : h−1(y1, y2) = (y1 − y2, y2); 故其 Jacobian 為

Jh−1(y1, y2) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1

0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1 6= 0, ∀ (y1, y2) ∈ B,
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由定理 3.19 知, Y = (Y1, Y2) 之 p.d.f. 為

fY : R2 → R+ : fY(y1, y2) =







1

(β − α)2
, 若 (y1, y2) ∈ B,

0, 若 (y1, y2) 6∈ B.

最後, 求 Y1 = X1 +X2, 之邊際密度函數, 已知

fY1
: R → R+ : fY1

(y1) =

∫

R

fY(y1, y2)dy2.

( i ) 若 y1 < 2α, 則 fY(y1, y2) = 0, 是以 fY1
(y1) = 0.

(ii) 若 2α ≤ y1 < α + β, 則

fY1
(y1) =

∫ y1−α

α

1

(β − α)2
dy2, (參閱圖 3–10 )

=
y1 − 2α

(β − α)2
.

(iii) 若 α+ β ≤ y1 ≤ 2β, 則

fY1
(y1) =

∫ β

y1−β

1

(β − α)2
dy2, (參閱圖 3–10 )

=
2β − y1
(β − α)2

.

(iv) 若 2β ≤ y1, 則 fY(y1, y2) = 0, 是以 fY1
(y1) = 0.

故得

fY1
: R → R+ : fY1

(y1) =







y1 − 2α

(β − α)2
, 若 2α ≤ y1 < α + β,

2β − y1
(β − α)2

, 若 α + β ≤ y1 ≤ 2β,

0, 若 y1 6∈ [α, β].

圖 3–12 �

仿照定理 2.27, 我們亦可研究不為對射之連續型隨機向量之變換公式, 但此一公式相當龐

大, 對於初學者並不適合, 因此不予列入.
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§ 3.7 變換與捲積

在數學分析中, 對於二函數 f, g : R → R, 規定其捲積為

(f ∗ g) : R → R : (f ∗ g)(t) =
∫

R

f(t− y)g(y) dy,

(如果右端之瑕積分收斂 ), 此一觀念在機率論上常被用來解決二隨機變數之和的分配.

定義 3.20

設 f, g 分別為連續型隨機變數 X 與 Y 之密度函數, 則函數

(f ∗ g) : R → R : (f ∗ g)(t) =
∫

R

f(t− y)g(y) dy

稱為 f 與 g 之捲積 (convolution).

定理 3.21

設 f, g 分別為連續型隨機變數 X 與 Y 之密度函數, 若 f(X,Y )(x, y) = f(x)g(y), 則

f 與 g 之捲積乃 X + Y 之密度函數.

證 設 A(t) = {(x, y) | x+ y ≤ t} (圖 3–12 網點部分 ), 則 (X, Y ) 之分配函數為

FX+Y (t) = P{X + Y ≤ t}

=

∫ ∫

A(t)

f(X,Y )(x, y) dx dy,

=

∫ +∞

−∞

∫ t−y

−∞
f(X,Y )(x, y) dx dy

=

∫ +∞

−∞

∫ t−y

−∞
f(x)g(y) dx dy,

圖 3–13
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利用定理 2.20, X + Y 之密度函數為, ∀ t ∈ R a.e.

fX+Y (t) =
∂

∂t
FX+Y (t) =

∂

∂t

∫ +∞

−∞

∫ t−y

−∞
f(x)g(y) dx dy

=

∫ +∞

−∞

∂

∂t

∫ t−y

−∞
f(x)g(y) dx dy

=

∫ +∞

−∞
f(t− y)g(y) dy = (f ∗ g)(t), �

例 1. 設 X, Y 皆具 G(1, 1), 且 f(X,Y )(x, y) = fX(x)fY (y), 試利用捲積方法以求 X + Y 之

密度函數.

解 由原設知

fX(x) = fY (x) =

{
e−x, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0,

由於

fX(t− y)fY (y) > 0 ⇔
(

t− y > 0 ∧ 0 < y
)

⇔ 0 < y < t.

是以 ∀ t > 0,

fX+Y (t) =

∫

R

fX(t− y)fY (y) dy

=

∫ t

0

fX(t− y)fY (y) dy

=

∫ t

0

e−t+ye−y dy =

∫ t

0

e−t dy = te−t.

故

fX+Y : R → R+ : fX+Y (t) =

{
te−t, 若 t > 0,

0, 若 t ≤ 0.

換言之, X + Y ∼ G(2, 1). �

就機率論本身而言,隨機變數及隨機向量之變換之分配的研究並非十分重要; 然而由於 《機

率論 》 是 《統計學 》 之基礎, 基於需要, 後者發展出很多隨機變數及隨機向量, 對於它們之分配

的了解, 則必須利用各種變換公式, 我們還有另一種方法, 由於需要新的工具, 留待第六章再行

研究.
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第三章 習 題

隨機向量及其分配

3-1 設 X 與 Y 均為隨機變數. 試問 : 下列函數何者為隨機變數?

(1) sin ◦(X + Y ); (2) eX+Y ;

(3) [XY ],內[ · ] 為最大整數函數; (4) max{X, Y }.

3-2 設 X 與 Y 均為 k 維隨機向量. 試問 : 下列函數何者為隨機向量?

(1) X+Y;

(2) X ·Y : (此處指 (X ·Y)(ω) = X(ω) 與 Y(ω) 之內積 ).

3-3 試舉一例 : Y 為一隨機變數, 且 Y 6= 0, 但 1/Y 不為一隨機變數.

3-4 設連續型隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{
cxy2, 若 0 < x < y < 1,

0, 否則.

(1) 試求常數 c ;

(2) 試求 P{Y ≤ 1−X} = ?

3-5 設 X = (X1, · · · , Xk) 具多項分配, 其密度函數如本章第二節, 隨機變數 X 具 B(n, p1)

分配.

(1) 寫出 k = 2 時, X 之密度函數 ;

(2) 試問 k = 2 時, X 與 X 之密度函數有何異同 ?

(3) 當 x1 ∈ {0, 1, · · · , n} 時, P{X1 = x1, X2 = n− x1} = P{X = x1}. 試解釋其

所代表之意義為何 ?

3-6 設 F 為隨機向量 (X, Y ) 之分配函數, 試證 :

lim
x→−∞

F (x, y) = 0, lim
x→+∞
y→+∞

F (x, y) = 1.

3-7 設隨機變數 X = Y 具 U(0, 1) 分配, F 為 (X, Y ) 之分配函數.

(1) 證明 : ∀ x, y ∈ R, F (x, y) = FX(min{x, y});
(2) 繪出集合 {(x, y) | F (x, y) = 1/2} 之圖形;
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(3) 繪出 F (x, y) = n
5
, 其中 n = 1, 2, 3, 4, 各等高線, 以及 F (x, y) = 0, F (x, y) = 1

等二區域以說明 F 之圖形.

3-8 設 F 為隨機向量 (X, Y ) 之分配函數, 試證 : ∀ x, y ∈ R,

FX(x) + FY (y)− 1 ≤ F (x, y) ≤
√

FX(x) · FY (y).

3-9 設 F 為隨機向量 (X, Y ) 之分配函數, 且 F (x, y) = G(x)H(y): 內 G 與 H 為二實值

之實變函數. 試證 :

(1) lim
x→+∞

G(x) 及 lim
y→+∞

H(y) 均存在;

(2) lim
x→+∞

G(x) = 1/ lim
y→+∞

H(y).

邊際分配及條件分配

3-10 一盒中置十球, 1 號至 10 號, 隨機抽取其一. 設 X 表第一次抽得之球 號, 其次將 1 號至

X 號球置於另一盒中, 隨機抽取其一, 設 Y 表第 二次得之球號.

(1) 寫出隨機向量 (X, Y ) 之密度函數 ;

(2) 寫出 X 之密度函數 ;

(3) 寫出 Y 之密度函數 ;

(4) 試求 : 給 Y = 3 後, X 之條件密度函數 .

3-11 設隨機變數 X 與 Y 之聯合密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{
ce−x−y, 若 0 ≤ x ≤ y,

0, 否則.

(1) 試求常數 c ;

(2) 試求隨機向量 (X, Y ) 之分配函數 ;

(3) 試由 (2) 小題之分配函數, 利用定理 3.12 以求 (X, Y ) 之密度函數. 此一函數是否

等於原設之函數 f ?

(4) 試求 X 與 Y 之邊際密度函數 ;

(5) 設 y > 0, 試求 Y = y 後, X 之條件密度函數 .

3-12 設隨機變數 X 與 Y 之聯合密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{
k(y2 − x2)e−y, 若 −y ≤ x ≤ y, y > 0,

0, 否則 .

(1) 試求常數 k ;

(2) 設 y > 0, 試求 Y = y 後, X 之條件密度函數 .
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隨機向量之變換

3-13 自區間 [0, 1] 中隨機抽取二數, 試問此二數之和大於 0.5 且 小於 1.5 之機率為若干 ?

3-14 設離散型隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → [0, 1] : f(x, y) =

{
(x+ y2)/42, 若 x ∈ {1, 4}, y ∈ {−1, 0, 1, 3},

0, 否則.

試求下列各隨機變數之密度函數 :

(1) T = max{X, Y };
(2) U = XY ;

(3) V = |Y | −X .

3-15 設 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2
r , (X, Y ) 之密度函數為 X 及 Y 密度函數之積 (即 X 與 Y 為

獨立 ). 我們稱隨機變數

T =
X

√

Y/r

為具自由度為 r 之 t 分配.

(1) 試證 : T 之密度函數為

f : R → R+ : f(t) =
Γ((r + 1)/2)√

πrΓ(r/2)
· 1

(1 + (t2/r))(r+1)/2
.

(2) 試證 : 當 r → +∞ 時, 上述密度函數 f 收斂於標準常態分配之機率密度函數, 即

∀ t ∈ R, lim
r→+∞

f(t) =
1√
2π

exp

(

−t2

2

)

.

3-16 設 X ∼ χ2
r1
, Y ∼ χ2

r2
, (X, Y ) 之密度函數為 X 及 Y 密度函數之積 (即 X 與 Y 為獨

立 ). 我們稱隨機變數 F =
X/r1
Y/r2

為具自由度為 r1 及 r2 之 F 分配.

(1) 試證 : 隨機變數 1/F 具自由度為 r2 及 r1 之 F 分配 ;

(2) 若隨機變數 T 具 t 分配, 試證 T 2 具 F 分配; 此時其自由度為何 ?

(3) 若隨機變數 F 具 F 分配, 試證 : 隨機變數 X =
1

1 + (r1/r2)F
具 Beta 分配 .

3-17 設連續型隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{
1, 若 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, 否則.

(1) 試求隨機變數 Z = XY 之密度函數 ;

(2) 試求隨機變數 U = max{X, Y } 之密度函數 .
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期望值

儘管隨機變數之密度函數或分配函數, 已經能提供吾人有關其分布一個相當完整的形象, 但

若要比較二個以隨機變數之分布, 則需要有更進一步的概念與方法. 最先被想到的, 自然是一分

布之 “中心”, 通常是指 “期望值”, (期望值不存在時則以中位數代之 ), 其次則是 “變異數”, 此

乃用以討論該分布之分散程度, 本章中以此二概念為主軸, 探討各項有關性質及基本定理, 並進

而為更重要之機率理論做準備.

§ 4.1 隨機變數之期望值

期望值的最初觀念可能與賭博有關: 假設一賭博, 賭者可能 (自莊家) 得到 x1 元, · · · , xr

元, 假定得到 x1 元之機率為 f(x1), · · · , 得到 xr 元之機率為 f(xr), ( f(x1)+ · · ·+f(xr) = 1 ),

此一賭博總共進行 N 次, 其中 x1 元出現 N1 次, · · · , xr 元出現 Nr 次, (N1+ · · ·+Nr = N ),

則 N 次後賭者全部所得為

SN = x1N1 + · · ·+ xrNr;

平均每次所得為
SN

N
= x1 ·

N1

N
+ · · ·+ xr ·

Nr

N
;

令 N → +∞, 則我們可“期望”每次之所得平均為

lim
N→+∞

SN

N
= x1f(x1) + · · ·+ xrf(xr) =

r∑

j=1

xjf(xj).

我們將利用隨機變數建構式之定義 (參考定理 2.6), 以界定期望值.

128
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定義 4.1

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數. 我們將界定 X 之期望值或數學期望值 (expected

value or mathematical expectation) EX (亦寫作 E(X) 或 E[X ] ) 如下 :

1◦ 若 X 為一簡單隨機變數, (參見定義 2.5 ), 即 X =
n∑

j=1

xjIAj
, 則規定

EX =

n∑

j=1

xjP (Aj);

2◦ 若 X 為一非負隨機變數, 則由定理 2.6 知, 存在一非負簡單隨機變數序列 {Xn}n
使得 Xn ↑ X ; 我們規定

EX = lim
n→+∞

EXn (∈ [0,+∞] );

3◦ 若 X 為一般隨機變數, 則 X = X+−X−. 如果 E[X+] 或 E[X−] 為有限, 則

稱 EX 存在且規定

EX = E[X+]− E[X−].

如果 E[X+] 及 E[X−] 均為有限, 則稱 X 為可積 (integrable) 或 X 具有限期

望值 (finite expectation). 如果 E[X+] = E[X−] = +∞, 則稱 X 之期望值不

存在.

上述定義中之 2◦, 與所選之序列 {Xn}n 無關, 我們將在附錄五中予以證明. 為不使初學讀

者感到過分深奧, 以下有關期望值之討論,除非特別聲明, 均限制在 「隨機變數為可積」 之情形.

定理 4.2

設 X 為一離散型隨機變數, 即存在 R 之一有限或可數子集合 A 使得 P{X ∈ A} = 1.

則 EX =
∑

x∈A
xf(x), 內 f 為 X 之密度函數.

證 1◦ 若 A 為有限, 即 X 為一簡單隨機變數, 令 A = {x1, · · · , xn}, 則 X 可寫為

X =

n∑

j=1

xjI{X=xj}, 由上述定義知,

EX =

n∑

j=1

xjP{X = xj} =

n∑

j=1

xjf(xj) =
∑

x∈A
xf(x).
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圖 4–1

2◦ 若集合 A 為無限可數且 X 為非負. 令 A = {x1, · · · , xn, · · · } ⊂ R+ 且

Xn =

n∑

j=1

xjI{X=xj}, 則 0 ≤ Xn ↑ X, 是以

EX = lim
n→+∞

EXn

= lim
n→+∞

n∑

j=1

xjP{X = xj}

= lim
n→+∞

n∑

j=1

xjf(xj)

=
+∞∑

j=1

xjf(xj) =
∑

x∈A
xf(x).

3◦ 若集合 A 為可數且 X 為一般離散型. 令 X = X+ −X−, A1 = A ∩ [0, +∞),

A2 = A ∩ (−∞, 0), 則

X+ = max{X, 0} =
∑

xj∈A1

xjI{X=xj},

X− = max{−X, 0} =
∑

xj∈A2

(−xj)I{X=xj};

是以由 1◦ 及 2◦ 知,

E[X+] =
∑

x∈A1

xf(x), E[X−] =
∑

x∈A2

(−x)f(x).

故

EX = E[X+]− E[X−]

=
∑

x∈A1

xf(x)−
∑

x∈A2

(−x)f(x) =
∑

x∈A
xf(x). �

在此特別提醒讀者, 如果 EX 存在且 X 不為可積, 本定理依然為真; 但一般之離散型隨機

變數, 有可能 E[X+] = E[X−] = +∞, 這種情況下, 本定理並不成立.
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定理 4.3

設 X 為 (Ω, F , P ) 上一 k 維隨機向量, FX

為 X 之分配函數, 而函數 g : Rk → R 為

Borel 可測.

(1) 若隨機變數 g ◦X 為可積, 則 E(g ◦X) =

∫

Rk

g(x)dFX(x);

(2) 若 X 為離散型, fX 為其密度函數, 則 E(g ◦X) =
∑

x∈A
g(x)fX(x), 其中

A = {x ∈ Rk | fX(x) > 0};

(3) 若 X 為絕對連續型, fX 為其密度函數, 則 E(g ◦X) =

∫

Rk

g(x)fX(x)dx.

證 (1) 須利用抽象積分之變數代換觀念才能證明, 超出本書之程度, 有興趣之讀者請參閱

Loève [11] p.168.

(2) 因 X 為離散型, 存在一有限或可數集合 A = {xj | j ∈ J} ⊂ Rk 使得

P{X ∈ A} = 1. 顯然 g ◦X 為離散型, 此因 {X ∈ A} ⊂ {g ◦X ∈ g(A)}, 是以有

P{g ◦X ∈ g(A)} = 1. 此外, 由於

g ◦X =
∑

j∈J
g(xj)I{X=xj},

由定理 4.2 知,

E(g ◦X) =
∑

j∈J
g(xj)P{X = xj}

=
∑

j∈J
g(xj)fX(xj) =

∑

x∈A
g(x)fX(x).

(3) 當 k = 1 時,

E(g ◦X) =

∫

R

g(x)dFX(x)

=

∫

R

g(x)fX(x) dx, (因F ′
X = fX a.e. )

當 k > 1 時, 涉及多維 Lebesgue-Stieltjes 積分之變換, 有興趣之讀者請參閱 《 實

變函數論 》 書籍以證明之. �
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定義 4.4

設 X 為一可積之隨機變數.

(1) 若 r > 0, 則 E|X|r 稱為 X 之 r 階絕對動差 ( r-th absolute moment), 而

E|X −EX|r 稱為 X 之 r 階絕對中央動差 (r-th absolute central moment).

(2) 若 n ∈ N, 則 E[Xn] 稱為 X 之 n 階動差 (n-th moment), 而 E[(X − EX)n]

稱為 X 之 n 階中央動差 (n-th central moment).

(3) X 之二階中央動差 E[(X − EX)2] 又稱為 X 之變異數 (variance), 並記為

Var X 或 σ2
X . 變異數之平方根 σX 又稱為 X 之標準差 (standard deviation).

註 : (1) 若 X 為離散型. 設 A = {x ∈ R | f(x) > 0}, 則

E|X|r =
∑

x∈A
|x|rf(x),

E|X −EX|r =
∑

x∈A
|x− EX|rf(x),

E[Xn] =
∑

x∈A
xnf(x),

E[(X − EX)n] =
∑

x∈A
(x− EX)nf(x),

Var X =
∑

x∈A
(x− EX)2f(x).

(2) 若 X 為絕對連續型, 則

E|X|r =
∫

R

|x|rf(x) dx,

E|X −EX|r =
∫

R

|x− EX|rf(x) dx,

E[Xn] =

∫

R

xnf(x) dx,

E[(X − EX)n] =

∫

R

(x−EX)nf(x) dx,

Var X =

∫

R

(x−EX)2f(x) dx.

§ 4.2 期望值之性質及定理
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定理 4.5 (線性性質 )

設 X, Y 均為可積, c ∈ R (常數), 則

(1) X = c ⇒ E[X ] = c;

(2) E[cX ] = cE[X ];

(3) X + Y 亦為可積且 E[X + Y ] = E[X ] + E[Y ].

證 (1) 常數函數乃為一簡單隨機變數, 故

E[X ] = c P{X = c} = c · 1 = c.

(2) 我們將分三步驟證明之:

1◦ 若 X =

n∑

j=1

xjIAj
為一簡單隨機變數, 則 cX =

n∑

j=1

c xjIAj
亦為一簡單隨機變

數, 故

E[cX ] =

n∑

j=1

c xjP (Aj) = c

n∑

j=1

xjP (Aj) = cE[X ].

2◦ 若 c ≥ 0, X 為一非負隨機變數, 則存在一非負簡單隨機變數 序列 {Xn}n 使

得 Xn ↑ X ; 此時, cXn ↑ cX , 是以

E[cX ] = lim
n→+∞

E[cXn] = lim
n→+∞

cE[Xn] = cE[X ].

3◦ 若 X 為一般隨機變數 , 則 X = X+ −X− , 當 c ≥ 0 時 , 則

cX = (cX)+ − (cX)−, 是以

E[cX ] = E[(cX)+]−E[(cX)−]

= cE[X+]− cE[X−], (由 2◦ )

= cE[X ].

當 c < 0 時, 先證 : E[−X ] = −E[X ], 此因

(−X)+ = max{−X, 0} = X−, (−X)− = max{X, 0} = X+,

是以

E[−X ] = E[(−X)+]−E[(−X)−] = E[X−]− E[X+] = −E[X ].

故得 E[cX ] = E[(−1)(−c)X ] = (−1)(−c)E[X ] = cE[X ].

(3) 我們亦分三步驟證明之 :
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1◦ 若 X, Y 均為簡單隨機變數, 設

X =

n∑

j=1

xjIAj
, Y =

m∑

k=1

ykIBk
,

則 X + Y =
n∑

j=1

m∑

k=1

(xj + yk)IAj∩Bk
, 是以

圖 4–2

E[X + Y ] =

n∑

j=1

m∑

k=1

(xj + yk)P (Aj ∩ Bk)

=
n∑

j=1

m∑

k=1

xjP (Aj ∩ Bk) +
n∑

j=1

m∑

k=1

ykP (Aj ∩ Bk)

=

n∑

j=1

xjP (Aj) +

m∑

k=1

ykP (Bk)

= E[X ] + E[Y ].

2◦ 若 X, Y 均為非負隨機變數, 則存在非負簡單隨機變數序列 {Xn}n, {Yn}n 使

得 Xn ↑ X ; Yn ↑ Y ; 此時, {Xn + Yn}n 為非負簡單隨機變數且 Xn + Yn ↑
X + Y , 是以

E[X + Y ] = lim
n→+∞

E[Xn + Yn]

= lim
n→+∞

(E[Xn] + E[Yn]) = E[X ] + E[Y ].

3◦ 若 X, Y 為一般隨機變數, 則

E[X + Y ] = E[(X+ −X−) + (Y + − Y −)]

= E[(X+ + Y +)− (X− + Y −)]

= E[X+ + Y +]− E[X− + Y −], [⋆]

= E[X+] + E[Y +]− E[X−]− E[Y −]

= E[X ] + E[Y ].

[⋆] 首先, 設 Z1, Z2 均為非負可積隨機變數, 且 Z = Z1 − Z2, 則因 Z+ − Z− =

Z = Z1 − Z2, 移項後得 Z+ + Z2 = Z1 + Z−, 再利用 2◦ 可得

E[Z+] + E[Z2] = E[Z1] + E[Z−],

亦即 E[Z1] − E[Z2] = E[Z+]− E[Z−] = E[Z], 最後以 X+ + Y + 代上述之

Z1, 以 X− + Y − 代上述之 Z2, 即可. �
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定理 4.6

(1) 若 X ≥ 0 a.s., 則 E[X ] ≥ 0.

(2) 若 X ≥ Y a.s., 則 E[X ] ≥ E[Y ].

證 (1) 1◦ 若 X =
n∑

j=1

xjIAj
為一簡單隨機變數, 令

S = X(Ω) ∩ [0,+∞), T = X(Ω) ∩ (−∞, 0),

由原設知 P{X ∈ T} = 0, 是以

E[X ] =
∑

xj∈S
xjP (Aj) +

∑

xj∈T
xjP (Aj) =

∑

xj∈S
xjP (Aj) ≥ 0.

2◦ 若 X ≥ 0 a.s., 則存在一殆必非負簡單隨機變數序列 {Xn}n 使得 Xn ↑ X ;

由 1◦ 知, ∀n, E[Xn] ≥ 0, 是以

E[X ] = lim
n→+∞

E[Xn] ≥ 0.

(2) X ≥ Y a.s. ⇒ X − Y ≥ 0 a.s. ⇒ 0 ≤ E[X − Y ] = E[X ]− E[Y ].

(若 X 或 Y 不為可積, 本性質仍為真, 但證明較為麻煩. ) �

定理 4.7

(1) 若 X = 0 a.s., 則 E[X ] = 0.

(2) 若 X = Y a.s., 則 E[X ] = E[Y ].

證 (1) 利用前一定理,

X = 0 a.s. ⇒ (X ≥ 0 a.s. ∧X ≤ 0 a.s.)

⇒ (EX ≥ 0 ∧ EX ≤ 0) ⇒ EX = 0.

(2) X = Y a.s. ⇒ X − Y = 0 a.s. ⇒ 0 = E[X − Y ] = E[X ]− E[Y ]. �

定理 4.8

X 為可積之充要條件為 E|X| < +∞. 此時 |EX| ≤ E|X|.
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證 1◦ X = X+ −X−, |X| = X+ +X−, 是以

X 為可積 ⇔ E[X+] 及 E[X−] 皆為有限

⇔ E|X| = E[X+] + E[X−] < +∞.

2◦ 因為 |X| ≥
{
X,

−X,
故 E|X| ≥

{
EX,

−EX,
是以 E|X| ≥ |EX|. �

定理 4.9

(1) 設 0 < t < r, 若 E|X|r < +∞, 則 E|X|t < +∞.

(2) 設 m,n ∈ N, m < n, 若 Xn 為可積, 則 Xm 亦為可積.

證 (1) 因為 |X|t ≤ 1 + |X|r, 故

E|X|t ≤ 1 + E|X|r < +∞.

(2) 由於

Xn 為可積 ⇒ |Xn| 為可積, ( ∵ 定理 4.8 )

⇒ |Xm| 為可積, ( ∵ (1) )

⇒ Xm 為可積, ( ∵ 定理 4.8 ) �

以下兩個定理, 對於機率論之理論發展極具重要性, 稍後某些定理之證明會用到. 限於授課

時間, 我們不予證明, 建議讀者在實變函數論或高等機率論課程中再深入研究其證明.

定理 4.10 [ 單調收斂定理 (Monotone Convergence Theorem) ]

若 0 ≤ Xn ↑ X, 則 E[Xn] ↑ E[X ]. (註 : Xn 未必為簡單隨機變數 ).

證 參閱 Loève [11], p.125. �

定理 4.11 [ Lebesgue 收斂定理 (Dominated Convergence Theorem) ]

若 {Xn}n 為一隨機變數序列, lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω), ∀ω ∈ Ω, 若存在一可積之隨機

變數 Y 使得 ∀n ∈ N, |Xn| ≤ Y a.s., 則 X 為可積, 且 lim
n→+∞

E[Xn] = E[X ].

證 參閱 Loève [11], p.126. �
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定理 4.12 (變異數之性質 )

(1) 若 X = c a.s., 則 Var X = 0, (內 c 為一常數 ).

(2) Var (cX) = c2Var X , (內 c 為一常數 ).

(3) Var (X + k) = Var X , (內 k 為一常數 ).

(4) Var X < +∞ 之充要條件為 X2 為可積. 此時,

Var X = E[X2]− (EX)2.

證 證明十分容易, 讀者自證之. �

§ 4.3 常用隨機變數之期望值及變異數

( I ) 若隨機變數 X ∼ B(n, p), 則 E[X ] = np, Var X = npq.

證 X 之期望值為

E[X ] =
n∑

x=0

x
n!

x!(n− x)!
pxqn−x

=
n∑

x=1

n · (n− 1)!

(x− 1)!(n− x)!
p · px−1qn−x

= np

n∑

x=1

(n− 1)!

(x− 1)!((n− 1)− (x− 1))!
px−1q(n−1)−(x−1)

= np
n−1∑

y=0

(n− 1)!

y!((n− 1)− y)!
pyq(n−1)−y, (令 y = x− 1 )

= np(p+ q)n−1 = np.

仿上法, 可證 E[X(X − 1)] = n(n− 1)p2, 是以

Var X = E[X2]− (EX)2

= E[X(X − 1)] + E[X ]− (EX)2

= n(n− 1)p2 + np− n2p2

= np(1− p) = npq. �

( II ) 若隨機變數 X ∼ P (λ), 則 E[X ] = Var X = λ.
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證 X 之期望值為

E[X ] =

+∞∑

x=0

x
e−λλx

x!
=

+∞∑

x=1

e−λ · λ · λx−1

(x− 1)!
= λe−λ

+∞∑

x=1

λx−1

(x− 1)!

= λe−λ
+∞∑

y=0

λy

y!
, (令 y = x− 1 )

= λe−λeλ = λ.

仿上法, 可證 E[X(X − 1)] = λ2, 是以

Var X = E[X2]− (EX)2 = E[X(X − 1)] + E[X ]− (EX)2 = λ. �

(III) 若隨機變數 X ∼ NB(r, p), (負二項分配 ), 即其密度函數為

f : R → [0, 1] : f(x) =







pr
(
r + x− 1

x

)

qx, 若 x ∈ Z+,

0, 否則;

則 E[X ] =
rq

p
, Var X =

rq

p2
.

證 仿照二項分配方法, 讀者自證之 (習題). �

(IV) 若隨機變數 X ∼ H(m,n, r), (超幾何分配 ), 即其密度函 數為

f : R → [0, 1] : f(x) =







(
m

x

)(
n

r − x

)

(
m+ n

r

) , 若 x ∈ A,

0, 若 x ∈ R \ A,

內 A = {j ∈ Z+ | max{0, r − n} ≤ j ≤ min{m, r}}. 則

E[X ] =
mr

m+ n
, Var X =

mnr(m+ n− r)

(m+ n)2(m+ n− 1)
.

證 仿照二項分配方法, 讀者自證之 (習題). �

(V ) 若隨機變數 X ∼ N(0, 1), 則 ∀n ∈ N,

E[X2n−1] = 0, E[X2n] =
(2n)!

2nn!
.
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證 為方便計, 令 mk = E[Xk], 內 k ∈ Z+, 則

m2n = E[X2n] =
1√
2π

∫ +∞

−∞
x2n exp

(

−x2

2

)

dx

=
2√
2π

∫ +∞

0

x2n exp
(

−x2

2

)

dx.

利用分部積分法, 令 u = x2n−1, dv = xe−x2/2dx, 則

m2n =
2√
2π

[

(−x2n−1 exp
(

−x2

2

)∣
∣
∣

+∞

0
+ (2n− 1)

∫ +∞

0

x2n−2 exp
(

−x2

2

)

dx
]

= (2n− 1)m2n−2

= (2n− 1)(2n− 3)m2n−4

= · · ·

= (2n− 1)(2n− 3) · · ·3 · 1 ·m0

= (2n− 1)(2n− 3) · · ·3 · 1, (因 m0 = E[X0] = 1 )

=
(2n)!

2nn!
.

其次, 由於 X2n 為可積, 由上節之定理 4.9 知 X2n−1 亦為可積, 又因 x2n−1 exp
(

−x2

2

)

為一奇函數, 故

1√
2π

∫ 0

−∞
x2n−1 exp

(

−x2

2

)

dx =
−1√
2π

∫ +∞

0

x2n−1 exp
(

−x2

2

)

dx,

是以

E[X2n−1] =
1√
2π

∫ +∞

−∞
x2n−1 exp

(

−x2

2

)

dx = 0. �

(V’) 若隨機變數 X ∼ N(µ, σ2), 則 EX = µ, Var X = σ2.

證 由定理 2.24 知, 隨機變數 Y =
X − µ

σ
具 N(0, 1) 分配. 由 (V) 知, EY = 0,

Var Y = 1, 是以

E[X ] = E
[X − µ

σ
· σ + µ

]

= σE[Y ] + µ = µ ;

Var X = Var
(X − µ

σ
· σ + µ

)

= Var
(X − µ

σ
· σ

)

= σ2Var (Y ) = σ2. �

(VI) 若隨機變數 X ∼ G(α, β), 則 E[X ] = αβ, Var X = αβ2.
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證 X 之期望值為

E[X ] =
1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

x · xα−1e−x/βdx

=
1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

xαe−x/βdx

=
Γ(α + 1)βα+1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

1

Γ(α + 1)βα+1
xαe−x/β dx

=
Γ(α + 1)βα+1

Γ(α)βα
, (因被積函數為 G(α+ 1, β) 之 p.d.f. )

= αβ.

仿照上述方法, 可得

E[X2] =
1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

xα+1e−x/βdx =
Γ(α + 2)βα+2

Γ(α)βα
= α(α + 1)β2.

故

Var X = E[X2]− (EX)2 = α(α + 1)β2 − α2β2 = αβ2. �

(VII) 若隨機變數 X ∼ χ2
r, 則 E[X ] = r, Var X = 2r.

證 因 χ2
r 分配乃 G(r/2, 2) 分配之故. �

(VIII) 若隨機變數 X 具負指數分配, 參數為 λ, 則 E[X ] = 1/λ, Var X = 1/λ2.

證 因參數為 λ 之負指數分配乃 G(1, 1/λ) 分配之故. �

(IX) 若隨機變數 X 具 Cauchy 分配, 則 X 之期望值不存在.

證 只證 µ = 0, σ = 1 之情形, 一般情形讀者自證之, (習題). 由於

E[X+] = E[max{X, 0}]

=

∫ +∞

−∞
max{x, 0}f(x) dx

=

∫ 0

−∞
max{x, 0}f(x) dx+

∫ +∞

0

max{x, 0}f(x) dx

= 0 +
1

π

∫ +∞

0

x · dx

1 + x2

=
1

2π
ln(1 + x2)

∣
∣
∣

+∞

0
= +∞;
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E[X−] = E[max{−X, 0}]

=

∫ +∞

−∞
max{−x, 0}f(x) dx

=

∫ 0

−∞
max{−x, 0}f(x) dx+

∫ +∞

0

max{−x, 0}f(x) dx

=
1

π

∫ 0

−∞
(−x) · dx

1 + x2
+ 0

= − 1

2π
ln(1 + x2)

∣
∣
∣

0

−∞
= +∞;

故 X 之期望值不存在. �

我們知道上述 Cauchy 密度函數 f(x) =
1

π
· 1

1 + x2
之圖形對稱於 Y 軸, 直觀的看來,

x = 0 應該是此一分布的中心, 然而其期望值卻不存在. 這正說明: 期望值雖是一種中央趨勢之

測度 (measure of central tendency), 但與直觀之 『中央』, 並非完全一致. 對於不為可積之隨

機變數, 我們通常以中位數代表其中心.

§ 4.4 Chebyshev 不等式

以賭博方式來解釋最初的期望值觀念, 當然是十分傳神的. 與期望值具有同等重要性的標

準差, 目的在於測度某一分配 『分散』 的程度, 似乎並不能由其定義直接顯示出它的含義. 本節

中, 我們將介紹早期機率論中一個重要的定理 —– Chebyshev 不等式 :

∀ k > 0, P{|X −EX| ≥ kσX} ≤ 1

k2
.

此一不等式可以顯示出以標準差做為分配函數分散程度的一種測度乃是十分合理的. 此外, 我

們還要證明標準差為 0 就是分配完全不分散的觀念.

定理 4.13 [ 基本不等式 (Basic inequality) ]

設 Y 為 (Ω, F , P ) 上一非負隨機變數, 則

∀ c > 0, P{Y ≥ c} ≤ EY

c
.

證 由於

Y = Y I{Y≥c} + Y I{Y <c} ≥ Y I{Y≥c} ≥ c I{Y≥c},

是以

E[Y ] ≥ c · E[I{Y≥c}] = c · P{Y ≥ c}. �
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註 : 若 Y 不為可積, 此不等式亦為真, 因其右端為 +∞.

定理 4.14 (Markov 不等式 )

設 X 為一可積隨機變數, µ = EX, r > 0, 則

∀ c > 0, P{|X − µ| ≥ c} ≤ E|X − µ|r
cr

.

證 令 Y = |X − µ|r, 則 Y 為一非負隨機變數, 由基本不等式知, ∀ c > 0,

P{|X − µ| ≥ c} = P{|X − µ|r ≥ cr}

= P{Y ≥ cr}

≤ EY

cr
=

E|X − µ|r
cr

. �

定理 4.15 (Chebyshev 不等式 )

設 X 為一可積隨機變數, µ = EX, σ2 = Var X , 則

∀ c > 0, P{|X − µ| ≥ c} ≤ Var X

c2
. (1)

再者, 若 σ > 0, 則

∀ k > 0, P{|X − µ| ≥ kσ} ≤ 1

k2
. (2)

證 在 Markov 不等式中, 令 r = 2 即得 (1) 式; 至於 (2) 式, 係令 c = kσ > 0 而得. �

對於初學者而言, 以標準差做為某一隨機變數之分配之 『分散程度』 的一種測度, 並不十分

容易接受. Chebyshev 不等式中恰巧可提供我們, 對此一概念一個很好的解釋 :

一、 設 µ 及 σ 分別表某隨機變數 X 之期望值及標準差, 由 Chebyshev 不等式知,

P{µ− kσ < X < µ+ kσ} = P{|X − µ| < kσ} ≥ 1− 1

k2
.

意思是 X 值在區間 (µ− kσ, µ+ kσ) 內之機率至少為 1− 1

k2
, 當 k = 2 時, 上式表示

X 值在區間 (µ − 2σ, µ + 2σ) 內之機率至少為 3/4. 當 k = 3 時, 上式表示 X 值在區

間 (µ− 3σ, µ+ 3σ) 內之機率至少為 8/9, 參閱圖 4–3.
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圖 4–3

二、 設 µj 及 σj 分別表 Xj , (j = 1, 2), 之期望值及標準差, 由 Chebyshev 不等式知,

P{|X1 − µ1| < kσ1} ≥ 1− k−2, ©1

P{|X2 − µ2| < kσ2} ≥ 1− k−2. ©2

假定 µ1 = µ2 = µ, σ1 = 1, σ2 = 2 (= 2σ1), 則

• ©1 式表示 X1值在區間 (µ− 3, µ+ 3) 內之機率至少為 8/9.

• ©2 式表示 X2值在區間 (µ− 6, µ+ 6) 內之機率至少為 8/9.

此乃說明有 8/9 以上之 X1 值在較短區間 (µ− 3, µ+ 3) 內, 而有 8/9 以上之 X2 值在

較長區間 (µ− 6, µ+ 6) 內, 顯然 X2 較為分散.

圖 4–4
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三、 在稍後之系 4.17 中, 我們知道當標準差為 0 時, X 之值殆必集中在一點.

我們稱隨機變數 X 為退化的(degenerate), 如果存在一常數 c ∈ R, 使得 P{X = c} = 1,

亦即 X = c a.s. 以下定理將討論 X 為退化之充要條件.

定理 4.16

設 X 為一隨機變數, 則以下三敘述為對等 :

(1) X 為退化的;

(2) ∃ c ∈ R, ∀ r > 0, E[|X − c|r] = 0;

(3) ∃ c ∈ R, ∃ r > 0, 使得 E[|X − c|r] = 0.

證 若 X 為退化的, 則存在 c ∈ R 使得 X = c a.s. 亦即 |X − c|r = 0 a.s., ∀ r > 0, 顯然

(1) ⇒ (2) 為真. (2) ⇒ (3) 顯而易見. 我們將證明 (3) ⇒ (1); 由基本不等式知, ∀ ǫ > 0,

P{|X − c| ≥ ǫ} = P{|X − c|r ≥ ǫr} ≤ E|X − c|r
ǫr

= 0,

以 1/n 代上式中之 ǫ, 則得

P{|X − c| ≥ 1/n} = 0, (內 n ∈ N )

利用 P 之連續性,

1 = lim
n→+∞

P{|X − c| < 1/n}

= P ( lim
n→+∞

{|X − c| < 1/n})

= P
(

lim
n→+∞

{

c− 1

n
< X < c+

1

n

})

= P
(

lim
n→+∞

X−1
(

c− 1

n
, c+

1

n

))

= P
( +∞⋂

n=1

X−1
(

c− 1

n
, c+

1

n

))

, (集合序列為遞減 )

= P
(

X−1
(+∞⋂

n=1

(

c− 1

n
, c+

1

n

)))

= P{X−1{c}} = P{X = c}.
故知 X 為退化. �

圖 4–5
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系 4.17

隨機變數 X 為退化之充要條件為 Var X = 0.

§ 4.5 Cauchy-Schwarz 不等式與協方差

本節中我們將研究二隨機變數間之相互關係. 我們是以 Cauchy-Schwarz 不等式做為基

礎, 進而研究協方差以及相關係數的概念.

定理 4.18 (Cauchy-Schwarz 不等式 )

設 X 與 Y 均為隨機變數. 若 E[X2] < +∞, E[Y 2] < +∞, 則

(1) E|XY | < +∞;

(2) (E|XY |)2 ≤ (E[X2])(E[Y 2]).

證 (1) 0 ≤ (|X| − |Y |)2 = |X|2 + |Y |2 − 2|XY |

⇒ 2|XY | ≤ |X|2 + |Y |2

⇒ 2E|XY | ≤ E|X|2 + E|Y |2 < +∞.

(2) 0 ≤ (|X|t+ |Y |)2, ∀ t ∈ R

⇒ 0 ≤ E(|X|t+ |Y |)2

= E|X|2 t2 + 2E|XY | t+ E|Y |2, ∀ t ∈ R

(令 A = E|X|2, B = 2E|XY |, C = E|Y |2 )

⇒ 0 ≤ A t2 +B t + C, ∀ t ∈ R

⇒ △ = B2 − 4AC ≤ 0, (二次方程式之判別式 )

⇒ 4(E|XY |)2 − 4E|X|2 · E|Y |2 ≤ 0

⇒ (E|XY |)2 ≤ (E[X2])(E[Y 2]). �

系 4.19

X 與 Y 為二隨機變數. 若 EX = µ1, EY = µ2, Var X = σ2
1, Var Y = σ2

2 均為有

限, 則

(1) −σ1σ2 ≤ E(X − µ1)(Y − µ2) ≤ σ1σ2;

(2) E(X − µ1)(Y − µ2) = σ1σ2 ⇔ P{σ1(Y − µ2) = σ2(X − µ1)} = 1;

(3) E(X − µ1)(Y − µ2) = −σ1σ2 ⇔ P{σ1(Y − µ2) = −σ2(X − µ1)} = 1.
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證 若 σ1 = 0 或 σ2 = 0, 即 X = µ1 a.s. 或 Y = µ2 a.s. 則上述三結論顯然均成立, 故以下

之證明設 σ1 與 σ2 均為正. 令 X1 =
X − µ1

σ1

, Y1 =
Y − µ2

σ2

.

(1) EX = µ1, EY = µ2, Var X = σ2
1 , Var Y = σ2

2

⇒ E[X1] = 0, E[Y1] = 0, Var X1 = 1, Var Y1 = 1

⇒ E[X1] = 0, E[Y1] = 0, E[X2
1 ] = 1, E[Y 2

1 ] = 1

⇒ (E|X1Y1|)2 ≤ (E[X2
1 ])(E[Y 2

1 ]) = 1, ( ∵ Cauchy-Schwarz 不等式 )

⇒ (E|(X − µ1)(Y − µ2)|)2 ≤ σ2
1σ

2
2

⇒ (E(X − µ1)(Y − µ2))
2 ≤ σ2

1σ
2
2. ( ∵ 定理 4.8 )

(2) P{σ1(Y − µ2) = σ2(X − µ1)} = 1

⇒ X1 = Y1 a.s.

⇒ E
[(X − µ1)(Y − µ2)

σ1σ2

]

= E[X1Y1] = E[X2
1 ] = 1

⇒ E(X − µ1)(Y − µ2) = σ1σ2.

反之,

E(X − µ1)(Y − µ2) = σ1σ2

⇒ E[X1Y1] = 1

⇒ E(X1 − Y1)
2 = E[X2

1 ]− 2E[X1Y1] + E[Y 2
1 ] = 0

⇒ Var (X1 − Y1) = 0

⇒ X1 = Y1 a.s. (系 4.19 )

⇒ P{σ1(Y − µ2) = σ2(X − µ1)} = 1.

(3) 同理, 讀者自證之. �

定義 4.20

設 X 與 Y 為二可積之隨機變數. 且 EX = µ1, EY = µ2,Var X = σ2
1,Var Y = σ2

2 .

(1) 若 E(X − µ1)(Y − µ2) 存在, 則稱其為 X 與 Y 之協方差(covariance), 並以

Cov(X, Y ) 或 C(X, Y ) 表之.

(2) 若 σ1, σ2 均為有限正數, 則令

ρ(X, Y ) = ρX, Y =
C(X, Y )

σ1σ2
,

並稱其為 X 與 Y 之相關係數 (correlation coefficient).
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定理 4.21 (協方差之性質 )

(1) C(X, Y ) = E[XY ]− (EX)(EY ).

(2) C(X, X) = Var X .

證 (1) 由協方差之定義,

C(X, Y ) = E(X − EX)(Y − EY )

= E[XY −X(EY )− (EX)Y + (EX)(EY )]

= E[XY ]− (EX)(EY )− (EX)(EY ) + (EX)(EY )

= E[XY ]− (EX)(EY ).

(2) 易明. �

定理 4.22 (相關係數之性質 )

(1) −1 ≤ ρ(X, Y ) ≤ 1. (若其存在 ).

(2) 設 Var X > 0, Var Y > 0, 則 ρ(X, Y ) = 1 之充要條件為存在 m > 0 及

b ∈ R 使得

P{Y = mX + b} = 1;

亦即 (X, Y ) 之值殆必位於一斜率為正之直線上.

(3) 設 Var X > 0, Var Y > 0, 則 ρ(X, Y ) = −1 之充要條件為存在 m < 0 及

b ∈ R 使得

P{Y = mX + b} = 1;

亦即 (X, Y ) 之值殆必位於一斜率為負之直線上.

註 : P{Y = mX + b} = 1 表示隨機向量 (X, Y ) 之值落在直線 y = mx + b 上之機率為 1.

理由是: 設 L = {(x, y) | y = mx+ b}, 則

{Y = mX + b} = {ω | Y (ω) = mX(ω) + b}

= {ω | (X(ω), Y (ω)) ∈ L}

= {(X, Y ) ∈ L}.
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圖 4–6

證 (1) 由 Cauchy-Schwarz 不等式定理之系之 (1), 立即可得.

(2) 1◦ 若 ρ(X, Y ) = 1, 則由 Cauchy-Schwarz 不等式定理之系之 (2) 知,

P{σ1(Y − µ2) = σ2(X − µ1)} = 1,

亦即

P
{

Y = µ2 +
σ2

σ1
(X − µ1)

}

= 1.

只需令 m =
σ2

σ1

, b = µ2 −
µ1σ2

σ1

即可.

2◦ 若 P{Y = mX + b}=1, 即 Y = mX + b a.s. 則

µ2 = EY = mEX + b = mµ1 + b,

σ2 = (Var Y )1/2 = (Var (mX + b))1/2 = mσ1;

是以

1 = P{Y = mX + b}

= P{Y = mX + µ2 −mµ1}

= P{Y − µ2 = m(X − µ1)}

= P{σ1(Y − µ2) = σ2(X − µ1)};
由 Cauchy-Schwarz 不等式定理之系之 (2) 知 ρ(X, Y ) = 1.

(3) 仿 (2) 讀者自證之. �

例 1. 試求第三章第四節例 1 中, 十位學生身高體重之相關係數.

解 首先, 我們推導有限樣本空間之相關係數公式. 設

Ω = {ω1, · · · , ωn}, P{ωj} = 1/n, ∀ j = 1, · · · , n.

(X, Y )(ωj) = (xj , yj), ( xj , yj 分別表學生 ωj 之身高及體重 ).
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則因 X =
n∑

j=1

xjI{ωj}, Y =
n∑

j=1

yjI{ωj}, XY =
n∑

j=1

xjyjI{ωj}, 均為簡單隨機變數, 故

C(X, Y ) = E[XY ]− (EX)(EY )

=
1

n

n∑

j=1

xjyj −
1

n2

( n∑

j=1

xj

)( n∑

j=1

yj

)

,

σ2
1 = Var X = E[X2]− (EX)2 =

1

n

n∑

j=1

x2
j −

1

n2

( n∑

j=1

xj

)2

,

σ2
2 = Var Y = E[Y 2]− (EY )2 =

1

n

n∑

j=1

y2j −
1

n2

( n∑

j=1

yj

)2

.

代入相關係數之定義公式之中, 得

ρ(X, Y ) =
n
∑

xjyj − (
∑

xj)(
∑

yj)
√

(n
∑

x2
j − (

∑
xj)2)(n

∑
y2j − (

∑
yj)2)

.

其中
∑

乃為
∑n

j=1 , ( 此一公式與 《統計學 》 中相關係數之公式相同 ). 在電腦未普及

之前, 傳統之計算方法乃是將十位學生之資料寫入下表, 並予計算 :

編號 身高 xj 體重 yj x2
j y2j xjyj

1 164 56 26896 3136 9184

2 164 58 26896 3364 9512

3 166 58 27556 3364 9628

4 166 58 27556 3364 9628

5 166 62 27556 3844 10292

6 170 58 28900 3364 9860

7 170 60 28900 3600 10200

8 170 60 28900 3600 10200

9 172 64 29584 4096 11008

10 176 64 30976 4096 11264

計 1684 598 283720 35828 100776

故身高 X 與體重 Y 之相關係數為

ρ =
10× 100776− 1684× 598

√

(10× 283720− 16842)(10× 35828− 5982)
= 0.764. �
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目前許多電腦軟體以及小計算器均附有計算相關係數之功能, 相當方便, 但讀者仍應了解相

關係數最基本之運算與概念.

當二隨機變數 X 與 Y 之相關係數 ρ(X, Y ) = 0 時,統計學者稱 X 與 Y 為不相關 (uncor-

related); 當 ρ(X, Y ) > 0 時, 稱 X 與 Y 為正相關 (positively correlated); 當 ρ(X, Y ) < 0

時, 稱 X 與 Y 為負相關 (negatively correlated).

§ 4.6 條件期望值及條件變異數

如果我們欲了解某一群體中, 身高 170 公分者之平均體重為若干? 我們會先設法取得這些

人之體重, 再平均之, 假定我們只有此一群體之聯合密度函數 f(x, y), 我們又如何求得身高 170

公分者之平均體重? 由於我們已知 170 公分者體重之條件密度函數為 f(y|170), 利用離散型期

望值公式可得

身高 170 公分者之平均體重 =
∑

y

yf(y|170).

設隨機變數 X 與 Y 均為離散型或均為連續型, f 為 (X, Y ) 之密度函數, f1 及 f2 分別

為 X 與 Y 之邊際密度函數. 在上一章中, 我們曾討過, 若 f1(x) > 0, 則給 X = x 後, Y 之條

件密度函數為

f( · |x) : R → R+ : f(y|x) = f(x, y)

f1(x)
.

我們研究此一分配之期望值和變異數, 若存在, 應為

E(Y |X = x) = E(Y |x) =







∑

y

yf(y|x), 若 (X, Y ) 為離散型,

∫

R

yf(y|x)dy, 若 (X, Y ) 為連續型,

Var (Y |X = x) = Var (Y |x) =







∑

y

(y − E(Y |x))2f(y|x), 若 (X, Y ) 為離散型,

∫

R

(y − E(Y |x))2f(y|x)dy, 若 (X, Y ) 為連續型,

並分別稱其為給 X = x 後, Y 之條件期望值和條件變異數. 同理, 我們也可界定: 給 Y = y

後, X 之條件期望值和條件變異數.

若視 E(Y |x) = m2(x) 為 x 之函數, 則此函數之圖形稱為 Y 對 X 之迴歸曲線(regression

curve of Y on X), 更明確地說: 設 A1 = {x ∈ R | f1(x) > 0}, 則
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此外, X 與 m2 之合成函數 m2 ◦X 又常寫為 E(Y |X), 此乃因為 ∀ω ∈ Ω,

(m2 ◦X)(ω) = m2(X(ω)) = E(Y |X(ω))

之故; 同理, 我們也可界定 X 對 Y 之迴歸曲線 E(X|Y = y) = m1(y), 以及 E(X|Y ) = m1◦Y .

提醒讀者注意: 此處之迴歸曲線與 《 統計學 》 中利用最小平方法所得迴歸曲線不同.

例 1. 試求第三章第四節例 1 中, 十位學生身高體重資料, 體重 Y 對身高 X 之迴歸曲線.

解 由於樣本空間為有限, 我們不妨列表計算較為方便.

身 高 x (cm)
人 數

164 166 170 172 176

體 56 1 - - - -

重 58 1 2 1 - -

y 60 - - 2 - -

(kg) 62 - 1 - - -

64 - - - 1 1

m2(x) 57 591
3

591
3

64 64

有關 m2(x) 之計算, 其直觀意義為: 本班中身高為 x 之學生們的平均體重. 以 x =

170 公分為例, 其中一人為 58 公斤, 二人為 60 公斤, 其平均體重為

58 + 60 + 60

3
= 59

1

3
(公斤).

圖 4–7 m2 圖形
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若依定義求之, 則為

m2(170) =
∑

yf(y|170) = 58× 1

3
+ 60× 2

3
= 59

1

3
(公斤),

二者並無差異. 是以體重 Y 對身高 X 之迴歸曲線為

m2 : A1 → R+ : m2(x) =







57, 若 x = 164,

59
1

3
, 若 x ∈ {166, 170},

64, 若 x ∈ {172, 176},

其中 A1 = {164, 166, 170, 172, 176}. 參見圖 4–7. �

例 2. 設連續型隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{
2, 若 (x, y) ∈ A,

0, 否則,

內 A = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}. 試求 :

(1) 給 X = x 後, Y 之條件期望值, 其中 0 ≤ x < 1; 並求 E(Y |X);

(2) 給 Y = y 後, X之條件期望值, 其中 0 < y ≤ 1.

(3) EY 與 E[E(Y |X)], 並檢驗二者是否相等.

解 (1) 由於 X 之邊際密度函數為

f1 : R → R+ : f1(x) =







∫ 1

x

2 dx = 2(1− x), 若 0 ≤ x < 1,

0, 否則,

是以當 x ∈ [0, 1) 時, 由於給 X = x 後, Y 之條件密度函數為

f(y|x) = f(x, y)

f1(x)
=







1

1− x
, 若 y ∈ [x, 1],

0, 否則.

故給 X = x 後, Y 之條件期望值為

E(Y | X = x) =

∫ 1

x

yf(y|x) dy =
1

1− x

∫ 1

x

y dy =
1 + x

2
,

此乃為 Y 對 X 之迴歸曲線, 參見圖 4–8 之虛線. 此時,

E(Y |X) =
1 +X

2
.
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圖 4–8

(2) 由於 Y 之邊際密度函數為

f2 : R → R+ : f2(y) =







∫ y

0

2 dy = 2y, 若 0 < y ≤ 1,

0, 否則,

是以當 y ∈ (0, 1] 時, 由於給 Y = y 後, X之條件密度函數為

f(x|y) = f(x, y)

f2(y)
=







1

y
, 若 x ∈ [0, y],

0, 否則.

是以, 給 Y = y 後 X之條件期望值為

E(X|Y = y) =

∫ y

0

x · 1
y
dx =

y

2
.

(3) 由於

EX =

∫ 1

0

xf1(x) dx =

∫ 1

0

2(x− x2) dx =
[

x2 − 2x3

3

]1

0
=

1

3
;

EY =

∫

R

yf2(y) dy =

∫ 1

0

2 y2 dy =
2

3
;

E[E(Y |X)] = E
[1 +X

2

]

=
1 + EX

2
=

2

3
.

知 EY 與 E[E(Y |X)] 二者相等. �

定理 4.23

設 E[Y ] 及函數 m2 皆存在且為有限, 則

E(E(Y |X)) = E(m2 ◦X) = E(Y ).
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證 只證連續型. 離散型同理, 讀者自證之. 設 A = {(x, y) | f(x, y) > 0},
A1 = {x | ∃ y ∈ R, f(x, y) > 0}. 則

E(E(Y |X)) = E(m2 ◦X)

=

∫

R

m2(x)f1(x) dx =

∫

A1

m2(x)f1(x) dx

=

∫

A1

E(Y |x)f1(x) dx

=

∫

A1

(∫

R

yf(y|x)dy
)

f1(x) dx

=

∫ ∫

A1×R

yf(y|x)f1(x) dy dx

=

∫ ∫

A1×R

yf(x, y) dx dy

=

∫ ∫

R2

yf(x, y) dx dy

= E(Y ). �

本定理之原始意義為 : 全班之體重平均 E[Y ] 等於 『 各種身高者體重平均值之平均 』 ,

E(E(Y |X)); 這種方法常見於, 較大群體計算總平均時使用. (例如, 已知各大學之人數及學生

平均身高, 而欲求全國大學生之平均身高)̇. 此外本定理還有一些應用, 我們只舉一個範例.

例 3. 某甲參加一賭博如下: 一袋中置 A, B, C 三球, 隨機抽取其一, 抽到 A 球時得 20 元, 結

束; 抽到 B 球時得 30 元, 球放回再抽; 抽到 C 球時得 50 元, 球放回再抽. 試問此一賭博

之賭資應為多少方為公平 ?

解 一公平之賭博其賭資應等於此賭博所得之期望值. 設 Y 表某甲賭一次所得之款項, X 表

他第一次抽到之球, X = 1 表抽得 A 球等等. 則

E(Y ) = E(E(Y |X))

=

3∑

x=1

E(Y |X = x)P{X = x}

= E(Y |X = 1)P{X = 1}+ E(Y |X = 2)P{X = 2}

+ E(Y |X = 3)P{X = 3}

= 20 · 1
3
+ (30 + E(Y )) · 1

3
+ (50 + E(Y )) · 1

3
,

由於 E(Y ) 顯然為有限, 移項之得 E(Y ) = 100, 是以此一賭博之賭資應為 100 元方為公

平. �
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定理 4.24

設以下各期望值皆存在且為有限, 則

(1) Var (E(Y |X)) ≤ Var Y ;

(2) Var (E(Y |X)) = Var Y ⇔ P{Y = m2 ◦X} = 1 .

證 (1) 1◦ 由於

Var Y = E(Y − µ2)
2 , (內 µ2 = EY )

= E
[
(Y −m2 ◦X) + (m2 ◦X − µ2)

]2

= E(Y −m2 ◦X)2 + E(m2 ◦X − µ2)
2

+ 2E
[
(Y −m2 ◦X)(m2 ◦X − µ2)

]

= E(Y −m2 ◦X)2 + E(m2 ◦X − µ2)
2 + 0, (∗)

上式最後一項為 0 之理由如下:

E
[
(Y −m2 ◦X)(m2 ◦X − µ2)

]

= E
[
Y · (m2 ◦X)

]
− E(m2 ◦X)2 − µ2EY + µ2E(m2 ◦X)

= E[Y · (m2 ◦X)]− E(m2 ◦X)2 , (定理 4.23 )

= E[E(Y · (m2 ◦X)|X)]−E(m2 ◦X)2 , (定理 4.23 )

= E(m2 ◦X)2 − E(m2 ◦X)2 , ( † 理由下詳 )

= 0.

(†) 只證連續型, 離散型同理. 令 X(ω) = x,

E
[
Y · (m2 ◦X)|X(ω)

]
=

∫

R

y ·m2(x)f(y|x)dy

= m2(x)

∫

R

y · f(y|x)dy

= m2(x) · E(Y |x)

= (m2(x))
2

= (m2 ◦X)2(ω) , ∀ω ∈ Ω,

故 E
[
Y · (m2 ◦X) | X

]
= (m2 ◦X)2.

2◦ 由 (∗) 式顯然有

Var Y ≥ E(m2 ◦X − µ2)
2

= E
[
m2 ◦X − E(m2 ◦X)

]2
, (定理 4.23 )

= Var (m2 ◦X)

= Var (E(Y |X)).
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(2) (1) 中之 (∗) 式知

Var Y = Var (E(Y |X)) ⇔ E(Y −m2 ◦X)2 = 0

⇔ Y = m2 ◦X a.s.

⇔ P{Y = m2 ◦X} = 1. �

例 4. (續例 1 )

(1) 由

• E(E(Y |X)) = E(m2 ◦X) = 57× 2

10
+ 59

1

3
× 6

10
+ 64× 2

10
= 59.8,

• EY = 56× 1

10
+ 58× 4

10
+ 60× 2

10
+ 62× 1

10
+ 64× 2

10
= 59.8.

知二者相等.

(2) 但,

• Var (E(Y |X)) = Var (m2 ◦X)

= E(m2 ◦X)2 − (E(m2 ◦X))2

= 572 × 2

10
+
(

59
1

3

)2

× 6

10
+ 642 × 2

10
− 59.82

= 5.22 ,

• Var Y = E[Y 2]− (EY )2 = 3582.2− 59.82 = 6.74 ,

後者顯然大於前者, 與定理之結論相符. �

限於篇幅以及考慮初學者接受的程度, 我們對於條件期望值觀念, 只介紹以上部分, 其實這

些觀念非但可以推廣到一般分配 (未必為連續型或離散型 ), 而且也不必限於二隨機變數間之情

形. Laha & Rohagi [10] 第六章中有很深入的探討, 有興趣者讀參閱之.
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第四章 習 題

4-1 若隨機變數 X ∼ NB(r, p), (負二項分配), 試證 :

E[X ] =
rq

p
, Var X =

rq

p2
.

4-2 若隨機變數 X ∼ H(m, n, r), (超幾何分配 ),

(1) 試證 : E[X ] =
mr

m+ n
, Var X =

mnr(m+ n− r)

(m+ n)2(m+ n− 1)
.

(2) 若 n 為 m 之函數 且 lim
m→+∞

m

m+ n
= p , (0 < p < 1). 則當 m → +∞ 時, 上述

期望值與變異數之極限, 是否分別等於二項分配之期望值與變異數? (此乃說明: 當

黑球白球很多時, 放回與不放回之抽樣其實幾乎沒有差異 ).

4-3 設函數

f : R → R+ : f(x) =







x

a2
exp

(

− x2

2a2

)

, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0,

(1) 證明 f 為一密度函數, ∀ a 6= 0;

(2) 設 f 為隨機變數 X 之密度函數, 試證 :

E[X ] = |a|
√

π

2
, Var X =

(

2− π

2

)

a2.

4-4 設隨機變數 X 具 Beta 分配. 試求 E[Xn], 並進而求 X 之期望值與變異數.

4-5 設 F 隨機變數 X 之分配函數. 若已知 E[X ] 存在, 且

lim
x→−∞

xF (x) = 0, lim
x→+∞

x(1 − F (x)) = 0.

(1) 試證 : EX =

∫ +∞

0

(1− F (x)) dx−
∫ 0

−∞
F (x) dx.

(2) 繪圖以說明上述公式之幾何意義.

4-6 設隨機變數 X 之密度函數為

f : R → R+ : f(x) =
1

2
e−|x−a|,內 a ∈ R.
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(1) 試證 : X 為可積, 並求 EX ;

(2) 試求 k 值以使 P{|X −EX| < k} = 0.5.

4-7 已知一箱中有 4 個白球和 6 個黑球. 以不放回方式抽三球, 規定每抽中一白球可得獎金

100 元, 抽中一黑球則須付出 40 元.

(1) 試求抽得 j (j = 0, 1, 2, 3) 個白球之機率.

(2) 試問從箱中抽出 3 球之所得的期望值是多少?

4-8 設某高中首次模擬考數學成績近似於常態分配 N(50, 64). 試求高標之分數 (即前半成績

之平均).

[提示 ] 設 f 為 N(50, 64) 之密度函數, 則前半學生成績之密度函數為

g : R → R+ : g(x) =

{
2 f(x), 若 x ≥ µ,

0, 否則.

4-9 設 X ∼ χ2
r, k > − r

2
, 試證 :

E[Xk] = 2k
Γ( r

2
+ k)

Γ( r
2
)

.

4-10 舉一例: X 為離散型隨機變數, 但其期望值不存在, 即 EX+ = EX− = +∞.

[提示 ] f(x) =
c

x2
, ∀ x ∈ Z∗.

4-11 設隨機變數 X2 為可積. 試證 :

(1) ∀ c ∈ R, E(X − c)2 = E(X − EX)2 + (EX − c)2 ;

(2) 函數 φ(c) = E(X − c)2 於點 c = EX 有最小值 ;

(3) 若 P{a ≤ X ≤ b} = 1, 則 Var X ≤ (b− a)2

4
, 內 a, b ∈ R ;

(4) 若 P{a ≤ X ≤ b} = 1, 則

Var X =
(b− a)2

4
⇔ P{X = a} = P{X = b} =

1

2 .

4-12 設 X 為一隨機變數.

(1) 試證 : E[X2] = 0 ⇒ Var X = 0;

(2) 舉一反例以證明 (1) 之逆敘述 “ Var X = 0 ⇒ E[X2] = 0 ” 不真.

4-13 若隨機變數 X 具一般之 Cauchy 分配, 試證 X 之期望值不存在.

4-14 若隨機變數 X 具二項分配 B(100, 1/2), 試利用 Chebyshev 不等式以求 c 之最小值使

得

P
{∣
∣
∣
X

100
− 1

2

∣
∣
∣ ≤ c

}

≥ 0.95 .
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4-15 若隨機變數 X 具常態分配 N(µ, σ2), 試證 :

∀ k > 0 , P{|X − µ| ≥ kσ} <
1

k2
.

即二者不可能相等.

4-16 試問是否存在隨機變數 Y > 0, 滿足

∀ c > 0 , P{Y ≥ c} =
EY

c
.

4-17 設隨機向量 (X, Y ) 具二元常態分配. 試證此分配中之參數 ρ 為 X 與 Y 之相關係數.

4-18 設 A 與 B 為二事件, 試證 : C(IA, IB) = P (A∩B)− P (A)P (B), 內 IA, IB 分別為 A

與 B 之指標函數.

4-19 設隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為 f : R2 → R+ :

f(x, y) =

{
6xy(2− x− y), 若 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, 否則.

試求 X 對 Y 之迴歸曲線 E(X | Y = y), 並繪出其圖形.

4-20 (1) 設隨機向量 (X, Y ) 為絕對連續型 (或離散型), 若 fY (y0) > 0, 試證 :

Var (X|Y = y0) = E(X2|Y = y0)− (E(X|Y = y0))
2;

(2) 若隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =







12

5
x2(x+ y), 若 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, 否則.

試求 Var (X|Y = y0), 內 0 < y0 < 1.

4-21 設隨機變數 X 與 Y 具相同之分配; g : R → R 為 Borel 可測, 若 E[g ◦ X ] 存在, 則

E[g ◦ Y ] 存在且 E[g ◦ Y ] = E[g ◦X ].

4-22 擲一銅板, 正面發生之機率為 p, 此一試驗在正面發生 (一次 ) 時停止. 次設 N 表拋擲次

數.

(1) 試利用條件期望值方法以求 N 之期望值為若干?

(2) 先求 N 之密度函數, 再求其期望值.

4-23 設 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{
2, 若 0 ≤ x ≤ y ≤ 1,

0, 否則,

試求 E(X|Y = y) =? Var (Y |X = x) =? Var (X|Y = y) =?



Chapter 5

特徵函數

對於一隨機變數或一隨機向量, 研究其分配函數時, 從最容易接受的密度函數開始, 進而累

積分配函數, 最後更推展到以測度觀念來表示的機率分配函數. 其後的期望值觀念, 最初的目的

在於測度隨機變數的集中趨勢及分散程度, 後來也發展出一系列的不等式, 其中以 Chebyshev

不等式最具實用價值也最為易懂. 但在機率理論的發展上, 卻需要依賴另一項新的觀念, 由於十

九世紀分析學上 Laplace變換及 Fourier變換的成就, 使得機率論也大受影響,進而發展出一套

極具效用的工具, 就是所謂動差生成函數及特徵函數, 前者所受之限制遠較後者為多, 因此, 特

徵函數在機率論中乃成為一項不可或缺的研究工具, 並且獲得相當可觀的進展. 本章中, 我們將

研究特徵函數之基本性質, 隨後兩章, 我們將利用此種函數以探討機率論中各項更重要之理論.

§ 5.1 複數隨機變數與其期望值

定義 5.1

設 X 與 Y 為二 (實值) 隨機變數.

(1) 函數

Z = X + iY : Ω → C : Z(ω) = X(ω) + iY (ω)

稱為一複數值隨機變數 (complex-valued random variable).

(2) 若 X 與 Y 均為可積, 則稱 Z = X + iY 為可積, 且規定 Z 之期望值為

E[Z] = E[X ] + iE[Y ].

(3) 若 X 或 Y 不為可積, 則稱 Z = X + iY 不為可積或 Z 之期望值不存在.

(4) 若 Z 為可積, 則稱 Var Z = E|Z − EZ|2 為 Z 之變異數.

讀者是否已注意到, 我們規定複數值隨機變數之變異數為 Var Z = E|Z − EZ|2, 而不是

Var Z = E(Z − EZ)2, 理由是變異數表示 Z 值與其中心 E[Z] 之距離之平方的平均值.

160
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定理 5.2 (期望值之線性性質 )

設 Z, Z1 與 Z2 均為可積之複數值隨機變數, c ∈ C, 則

(1) E[c Z] = cE[Z];

(2) E[Z1 + Z2] = E[Z1] + E[Z2].

證 (1) 設 Z = X + iY, c = α + iβ , 其中 α, β ∈ R , 則

E[c Z] = E[(α + iβ)(X + iY )]

= E[αX − βY + i(αY + βX)]

= αEX − βEY + i(αEY + βEX)

= (α + iβ)(EX + iEY ) = cE[Z].

(2) 設 Z1 = X1 + iY1, Z2 = X2 + iY2, 則

E[Z1 + Z2] = E[(X1 + iY1) + (X2 + iY2)]

= E[(X1 +X2) + i(Y1 + Y2)]

= E[X1 +X2] + iE[Y1 + Y2]

= E[X1] + E[X2] + iE[Y1] + iE[Y2]

= E[Z1] + E[Z2]. �

定理 5.3

(1) 若 Z 為一絕對可積之複數值隨機變數, 即 E|Z| < +∞, 則 Z 為可積, 且

|EZ| ≤ E|Z| .

(2) Z 為可積之充要條件為 E|Z| < +∞ .

證 (1) 由於

|Z| = |X + iY | =
√
X2 + Y 2 ≥

{ |X|,

|Y |.
故知 E|X| < +∞, E|Y | < +∞, 即 X 與 Y 均為可積, 由定義 5.1 知 Z 為可積.

此外, 以極坐標表 Z, 則

Z = Reiα,

內 R = |Z|, α = arg(Z) 均為實值隨機變數; 若以極坐標 reit 表 E[Z], 則

reit = E[Z] = E[Reiα],
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圖 5–1

是以

|E[Z]| = r = e−itE[Reiα]

= E[Rei(α−t)]

= E[R cos(α− t) + iR sin(α− t)]

= E[R cos(α− t)], (虛數部分為 0 )

≤ E[R] = E|Z|.

(2) 由 (1) 知, 若 E|Z| < +∞, 則 Z 為可積; 反之, 若 Z 為可積, 則因 E|X| < +∞
且 E|Y | < +∞, 並且

|Z| = |X + iY | ≤ |X|+ |Y |,

故

E|Z| ≤ E|X|+ E|Y | < +∞. �

例 1. 設 X ∼ B(10, 0.3), Y ∼ N(1, 4), 試求複數隨機變數 Z = X + iY 之期望值及變異數.

解 顯然, Z 之期望值為

E[Z] = E[X ] + iE[Y ] = 3 + i.

至於 Z 之變異數,

Var Z = E|Z − E[Z]|2

= E|X − EX + i(Y − EY )|2

= E[|X − EX|2] + E[|Y − EY |2]

= Var X +Var Y.

= 10× 0.3× 0.7 + 4 = 6.1. �
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§ 5.2 隨機變數之特徵函數

定義 5.4

設 X 為一實值隨機變數, F 為其分配函數, 則函數

φX : R → C : φX(t) = E[eitX ]

= E[cos tX ] + iE[sin tX ]

=

∫

R

eitx dF (x)

稱為 X 之特徵函數 (characteristic function), 簡為 ch.f.

註 : (1) 由 |eix| = 1, ∀ x ∈ R, 知 |eitX | = 1, 由定理 5.3 知複數值隨機變數 eitX 為可積;

是以上述定義乃為妥當 (well-defined).

(2) 若 X 為絕對連續型, f 為其之密度函數, 則 X 之特徵函數

φX(t) =

∫

R

eitx dF (x) =

∫

R

eitxf(x) dx

乃 f 之 Fourier 變換之變型, (關於 Fourier 變換, 請參閱 Apostol [1] p.326 ).

(3) 若無誤解之可能, φX 常簡為 φ.

定理 5.5 (特徵函數之基本性質 )

設 X 為一實值隨機變數, 則

(1) φX(0) = 1 ;

(2) ∀ t ∈ R, |φX(t)| ≤ 1 ;

(3) 若 k 為一實常數, 則 φX+k(t) = eitkφX(t) ;

(4) 若 c 為一實常數, 則 φcX(t) = φX(c t) ;

(5) φX(−t) = φX(t), (共軛複數 ) .

證 (1) φX(0) = E[ei·0·X ] = E[e0] = 1.

(2) 因 |eitX | = 1 , 由定理 5.3 知

|φX(t)| = |E[eitX ]| ≤ E|eitX | = 1.

(此乃說明 φX 之值域必包含於複數平面之單位圓內. )
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(3) φX+k(t) = E[eit(X+k)] = E[eitkeitX ] = eitkφX(t).

(4) φcX(t) = E[eitcX ] = φX(c t).

(5) φX(−t) = E[e−itX ] = E[cos(tX)]− iE[sin(tX)] = φX(t). �

定理 5.6

任一 (實值) 隨機變數之特徵函數皆為均勻連續.

證 往證 : ∀ ǫ > 0, ∃ δ > 0, ( ∀ t, u ∈ R )( |t− u| < δ ⇒ |φX(t)− φX(u)| < ǫ ).

令 u = t+ h, 由於

|φX(t+ h)− φX(t)| =
∣
∣
∣

∫

R

ei(t+h)x dF (x)−
∫

R

eitx dF (x)
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣

∫

R

eitx(eihx − 1) dF (x)
∣
∣
∣

≤
∫

R

|eihx − 1| dF (x)

=

∫

R

2| sin(hx/2)| dF (x), ( ‡ 理由下詳 )

由於上述積分內之被積分小於或等於 2, 而

∫

R

2 dF (x) = 2, 利用 Lebesgue 受制收斂定

理可得

lim
h→0

∫

R

2| sin(hx/2)| dF (x) = 2

∫

R

lim
h→0

| sin(hx/2)| dF (x) = 0,

是以 lim
h→0

|φX(t+ h)− φX(t)| = 0. 亦即,

∀ǫ > 0, ∃ δ > 0, ( ∀h ∈ R )( |h| < δ ⇒ |φX(t+ h)− φ(t)| < ǫ ).

此乃對等於

∀ǫ > 0, ∃ δ > 0, ( ∀ t, u ∈ R )( |t− u| < δ ⇒ |φX(t)− φX(u)| < ǫ ).
———————–

(‡) |eiα − 1| = | cosα + i sinα− 1|

= ((cosα− 1)2 + sin2 α)1/2 = (2− 2 cosα)1/2

= 2| sin(α/2)|, ∀α ∈ R. �

定理 5.7

設 φ 為隨機變數 X 之特徵函數. 若 Xn 為可積, 內 n 為一自然數, 則

φ(n)(0) = inE[Xn].
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證 φ 之導函數為

φ′(t) = lim
h→0

φ(t+ h)− φ(t)

h
= lim

h→0

∫

R

eitx
eihx − 1

h
dF (x) .

由於上式之被積函數之絕對值

∣
∣
∣eitx

eihx − 1

h

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
2 sin(hx/2)

h

∣
∣
∣, (見定理 5.6 證明之 (‡) )

≤
∣
∣
∣
2

h
· hx
2

∣
∣
∣ = |x|.

而由原設知 |x| 對於 F 為可積, 利用 Lebesgue 受制收斂定理, 『極限』 可與 『積分』 對

調, 是以

φ′(t) =

∫

R

lim
h→0

eitx
eihx − 1

h
dF (x)

= i

∫

R

xeitx dF (x), ( l’Hospital 規則或導數定義 ).

同理,

φ′′(t) = i2
∫

R

x2eitx dF (x),

...

φ(n)(t) = in
∫

R

xneitx dF (x).

是以 φ′(0) = iE[X ], φ′′(0) = i2E[X2], · · · , φ(n)(0) = inE[Xn]. �

註 : 本定理說明: 若“已知” E[Xn] 存在且為有限, 則可由 φ 之 n 階導數求得 E[Xn] 之值.

若僅知特徵函數 φ 而不知 E[Xn] 是否為有限, 實際上亦無法求出 E[Xn]. 不過有一較為

有利的定理 : 若 φ(m)(0) 為有限, 內 m 為一偶數, 則

φ(n)(0) = inE[Xn], ∀n ≤ m.

此一定理之證明較為困難, 需利用 『對稱微分法』, 有興趣之讀者, 請參閱 Loève [11],

p.212.

定理 5.8 [ Lévy 反演公式 (Inversion formula) ]

設 F 及 φ 分別為隨機變數 X 之分配函數及特徵函數, 則

F (b)− F (a) = lim
T→+∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t) dt,

內 a < b 均為 F 之連續點.
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證 證明需要較多 《實變函數論 》 之定理, 略之. 有興趣之讀者, 請參閱 Laha & Rohagi [10],

p.144. �

定理 5.9 (唯一性定理 )

設 X 與 Y 為二隨機變數, 則 FX = FY 之充要條件為 φX = φY .

證 (1) 若 FX = FY , 則 ∀ t ∈ R,

φX(t) =

∫

R

eitx dFX(x) =

∫

R

eitx dFY (x) = φY (t).

(2) 若 φX = φY , 令

C(FX) = {x ∈ R | FX 連續於點 x },

C(FY ) = {x ∈ R | FY 連續於點 x }.
則由 Lévy 反演公式知, ∀ a, b ∈ C(FX) ∩ C(FY ), a < b,

FX(b)− FX(a) = FY (b)− FY (a).

而 C(FX) ∩ C(FY ) 稠密於 R, (參閱 Loève [11] p.178 ), 故可令 a → −∞, 得

FX(b) = FY (b), ∀ b ∈ C(FX) ∩ C(FY ).

最後, ∀ x ∈ R, 自 C(FX) ∩ C(FY ) 中取序列 {bn}n 使得 bn ↓ x, 則

FX(x) = lim
n→+∞

FX(bn), (右連續性 )

= lim
n→+∞

FY (bn),

= FY (x). �

本定理之目的在於說明 : 我們固然可由密度函數或分配函數來分辨一隨機變數所具之分配,

但也可以由特徵函數來判定隨機變數之分配. 其次, 由本定理亦可看出分配函數集合與特徵函

數集合具有一對射關係, 每一分配函數對應唯一之特徵函數, 反之亦然.

定理 5.10 (Fourier 反演公式 )

設 X 為一隨機變數, 若

∫

R

|φX(t)|dt < +∞, 則

(1) X 為絕對連續型且其累積分配函數 FX 為可微 ;

(2) 函數 f : R → R+ : f(x) =
1

2π

∫

R

e−itxφX(t) dt 為 X 之一密度函數 .
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證 本定理需證: ∀ x ∈ R,

lim
h→0

FX(x+ h)− FX(x)

h
=

1

2π

∫

R

e−itxφX(t) dt.

其中需要利用一些 《 實變函數論 》 之定理及 Lévy 反演公式, 略之. 有興趣者, 請參閱

Laha & Rohagi [10], p.147. �

注意 : 本定理說明, 如果 φX 為絕對可積, 則 FX 必為可微, 因此知 X 為絕對連續型,

且可利用反演公式, 由 φX 求出 X 之密度函數 fX , 不過如果 X 為絕對連續型, φX 未必為絕

對可積, 如 X ∼ U(α, β), 本定理不再適用. 至於離散型隨機變數如何利用 φX 以求密度函數

fX , 則需由下述的定理來解決.

定理 5.11 (離散型反演公式 )

設 X 為一離散型隨機變數, 即存在至多可數集合 A ⊂ R, 使得 P{X ∈ A} = 1. 則

(1) ∀ x ∈ A,

fX(x) = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T

e−itxφX(t) dt;

(2) 若 A ⊂ Z, 則 ∀ x ∈ A,

fX(x) =
1

2π

∫ π

−π

e−itxφX(t) dt.

證 (1) 參閱 Chung [4], p.156.

(2) 由於 ∀ t ∈ R,

φX(t) = E(eitX) =
∑

j∈A
pje

itj ,

內 pj = P{X = j} = fX(j) , 是以 , x 固定 ∈ A ⊂ Z,

e−itxφX(t) =
∑

j∈A
pje

it(j−x) =
∑

j∈A\{x}
pje

it(j−x) + px,

故

∫ π

−π

e−itxφX(t) dt =
∑

j∈A\{x}

∫ π

−π

pje
it(j−x)dt+ 2πpx

= 2πpx , ( ∵ j − x 6= 0 , 故積分值為 0 )

= 2πfX(x). �
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例 1. 設 X 具 B(n, p) 分配.

(1) 試求 X 之特徵函數 φX ;

(2) 利用 φX 求 E[X ] 及Var X ;

(3) 試以 φX , 利用定理 5.11, 求 X 之密度函數.

解 (1) ∀ t ∈ R,

φX(t) = E(eitX) =
n∑

x=0

eitx
(
n

x

)

pxqn−x

=
n∑

x=0

(
n

x

)

(peit)xqn−x = (peit + q)n.

利用電腦繪圖軟體, 我們可以繪出 φX 之值域的圖形如下:

圖 5–2 φ(t) = (0.5 eit + 0.5)10 之值域

(2) 由於

φ′
X(t) = n(peit + q)n−1ipeit,

φ′′
X(t) = n(n− 1)(peit + q)n−2i2p2e2it + n(peit + q)n−1i2peit.

且已知 E[X2] 為有限項之和, 必為有限, 故

E[X ] =
1

i
φ′
X(0) =

1

i
inp = np ;

E[X2] =
1

i2
φ′′
X(0) =

1

i2
[ (n− 1)np2i2 + i2np ]

= n2p2 − np2 + np .

故

Var X = E[X2]− (EX)2 = −np2 + np = npq .
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(3) 由於 A = {x ∈ R | fX(x) > 0} = {0, 1, · · · , n} ⊂ Z, 利用離散型反演公式知,

∀ x ∈ A,

fX(x) =
1

2π

∫ π

−π

e−itxφX(t) dt

=
1

2π

∫ π

−π

e−itx

[
n∑

r=0

(
n

r

)

(peit)rqn−r

]

dt

=
1

2π

∑

r∈A\{x}

(
n

r

)

prqn−r

∫ π

−π

e−it(x−r) dt+
1

2π

(
n

x

)

pxqn−x

∫ π

−π

dt

= 0 +

(
n

x

)

pxqn−x, (上式第一項積分等於 0, 當 x 6= r. ) �

例 2. (1) 設 X 具 N(0, 1) 分配. 試求 X 之特徵函數 φX ;

(2) 利用上述 φX 求 X 之密度函數;

(3) 設 Y 具 N(µ, σ2) 分配. 試求 Y 之特徵函數 φY ;

(4) 利用 φY 求 EY 及Var Y .

解 (1) 為方便計, 令 a =
1√
2π

, φ = φX , 則 ∀ t ∈ R,

φ(t) = E(eitX)

= a

∫ +∞

−∞
eitx exp

(

− x2

2

)

dx

= a

∫ +∞

−∞
exp

(

− x2

2

)

cos tx dx+ ai

∫ +∞

−∞
exp

(

− x2

2

)

sin tx dx

= a

∫ +∞

−∞
exp

(

− x2

2

)

cos tx dx, (因第二項之被積分為奇函數 )

今將上述函數對 t 微分之, 則得

φ′(t) = −a

∫ +∞

−∞
x exp

(

− x2

2

)

sin tx dx

= −at

∫ +∞

−∞
exp

(

− x2

2

)

cos tx dx,

(

分部積分法, 令 u = sin tx, dv = x exp
(

− x2

2

)

dx
)

亦即

φ′(t) = −t φ(t). (∗)
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是以

(∗) ⇒ −t =
φ′(t)

φ(t)
=

d

dt
lnφ(t)

⇒ lnφ(t) = − t2

2
+ c, ( c 為一常數 )

⇒ φ(t) = K exp
(

− t2

2

)

, (K 為一常數 )

⇒ φ(t) = exp
(

− t2

2

)

, ( ∵ φ(0) = 1. )

[註 ] 另法 :

φ(t) = a

∫ +∞

−∞
eitx exp

(

− x2

2

)

dx

= a

∫ +∞

−∞
exp

[

− 1

2
(x2 − 2itx+ (it)2)

]

exp
(1

2
(it)2

)

dx

(再利用複數線積分之變數代換 z = x− it, . . . )

= exp
(

− t2

2

)

.

(2) 由於
∫

R

|φX(t)|dt =
∫ +∞

−∞
exp

(

− t2

2

)

dt =
√
2π < +∞,

利用 Fourier 反演公式, ∀ x ∈ R,

fX(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxφX(t) dt,

仿 (1) 之方法, 我們可證得

fX(t) =
1√
2π

exp
(

− x2

2

)

.

(3) Y ∼ N(µ, σ2), 設 X =
Y − µ

σ
, 則 X ∼ N(0, 1), 是以

φY (t) = φσX+µ(t) = eitµφX(σt)

= exp
(

itµ − 1

2
σ2t2

)

.

(4) 由於

φ′
Y (t) = exp

(

itµ− 1

2
σ2t2

)

· (iµ− σ2t),

φ′′
Y (t) = exp

(

itµ− 1

2
σ2t2

)

· (iµ− σ2t)2 − σ2 exp
(

itµ − 1

2
σ2t2

)

.
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知 φ′′
Y (0) = −µ2 − σ2 為有限, 由定理 5.7 之註, 吾人得知 EY 及 EY 2 皆存在且

為有限. 故

E[Y ] =
1

i
φ′
Y (0) = µ,

E[Y 2] =
1

i2
φ′′
Y (0) = µ2 + σ2,

Var Y = EY 2 − (EY )2 = σ2. �

除了特徵函數能生成各階動差之外, 還有二種函數, 其一為動差生成函數, 另一為階乘動差

生成函數. 這三種函數均由高等分析學中之積分變換 (integral transformation) 改進而成, 以

下我們將介紹這兩種函數. 但因其存在性並不穩定(以下詳述), 是以重要性遠不如特徵函數.

定義 5.12

設 X 為一實值隨機變數, 則實值之實變函數 MX(t) = E[etX ] 稱為 X 之動差生成函

數(moment-generating function), 簡為 m.g.f.

註 : 若 t 6= 0, 則 m.g.f. MX(t) = E[etX ] 未必為有限, 是以 MX 之定義域常因 X 之分配而

改變. 此點有異於與特徵函數 ∀ t ∈ R, φX(t) = E[eitX ] 均存在. (參見稍後之範例 ).

定理 5.13 (動差生成函數之性質 )

設 X 為一實值隨機變數, 則

(1) MX(0) = E[e0] = 1.

(2) 設 n 為一自然數, MX 之定義域包含原點之一鄰近且 Xn 為 可積, 則 MX 於原

點為 n 階可微且 M
(n)
X (0) = E[Xn].

(3) ∀ t,MaX+b(t) = ebtMX(at), 內 a, b 為常數.

證 (1) 易明.

(2) 仿定理 5.7 之證明, 讀者自證之.

(3) MaX+b(t) = E[et(aX+b)] = E[ebteatX ] = ebtMX(at). �

定義 5.14

設 X 為一實值隨機變數, 則實值之實變函數 η
X
(t) = E[tX ] 稱為 X 之階乘動差生成

函數 (factorial moment-generating function).

註 : 若 t 6= 1, 則 η
X
(t) = E[tX ] 未必存在, 是以 η

X
之定義域常因 X 之分配而改變.
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定理 5.15 (階乘動差生成函數之性質 )

設 X 為一實值隨機變數, 則

(1) η
X
(1) = 1.

(2) 設 n 為一自然數, 若 X(X − 1) · · · (X − n + 1) 為可積, 則 η
X

於點 1 為 n 階

可微且 η
(n)
X (1) = E[X(X − 1) · · · (X − n + 1)].

證 (1) 易明.

(2) 仿定理 5.7 之證明, 讀者自證之. �

例 3. 設 X 具 P (λ) 分配, 試求 φX , MX 及 η
X
.

解 (1) X 之特徵函數為 φX : R → C :

φX(t) = E[eitX ] =
+∞∑

x=0

eitxe−λλ
x

x!
= e−λ

+∞∑

x=0

(λeit)x

x!
= exp(λeit − λ).

(2) X 之動差生成函數為 ∀ t ∈ R,

MX(t) = E[etX ] =
+∞∑

x=0

etxe−λλ
x

x!
= e−λ

+∞∑

x=0

(λet)x

x!
= exp(λet − λ).

(3) X 之階乘動差生成函數為 ∀ t ∈ (0,+∞),

η
X
(t) = E[tX ] =

+∞∑

x=0

txe−λλ
x

x!
= e−λ

+∞∑

x=0

(λt)x

x!
= exp(λt− λ). �

例 4. 設 X 具 G(α, β) 分配, 試求 φX 及 MX .

解 (1) X 之特徵函數為 φX : R → C :

φX(t) = E[eitX ]

=
1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

eitxxα−1e−x/βdx

=
1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

xα−1 exp
(

− x(1− iβt)

β

)

dx

= (1− iβt)−α 1

Γ(α)

∫ +∞

0

uα−1e−udu, [⋆]

= (1− iβt)−α.

[⋆] 做變換 u =
x(1− iβt)

β
, du =

(1− iβt) dx

β
.
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(2) 若 t < 1/β, 仿照 φX 我們可得

MX(t) = E[etX ] = (1− βt)−α.

若 t ≥ 1/β, 則因

1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

etxxα−1e−x/βdx

=
1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

xα−1 exp
[

x
(

t− 1

β

)]

dx

≥ 1

Γ(α)βα

∫ +∞

0

xα−1dx

= +∞.

是以 MX : (−∞, 1/β) → R : MX(t) = (1− βt)−α. �

註 : 本例之之動差生成函數之定義域雖較 R 為小, 但其已包含點 0 之一鄰近, 故仍可以之求

X 之諸動差.

例 5. 設 X 具 Laplace 分配, 即其密度函數為 f : R → R+ : f(x) =
1

2
e−|x|, 試求其特徵函數

φX .

解 X 之特徵函數為

φX(t) = E[eitX ] =
1

2

∫ +∞

−∞
eitxe−|x| dx

=
1

2

∫ +∞

−∞
(cos tx+ i sin tx) e−|x| dx

=
1

2

∫ +∞

−∞
(cos tx) e−|x| dx+

i

2

∫ +∞

−∞
(sin tx) e−|x| dx

=

∫ +∞

0

(cos tx) e−x dx, (第二項之被積函數為奇函數 )

= (−e−x cos tx)
∣
∣
∣

x=+∞

x=0
− t

∫ +∞

0

(sin tx) e−x dx, (分部積分法 )

= 1− t2
∫ +∞

0

(cos tx) e−x dx, (分部積分法 )

= 1− t2φX(t),

移項之, 得 φX(t) =
1

1 + t2
. �
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例 6. 設 X 具 Cauchy 分配 C(0, 1), 即其密度函數為

f : R → R+ : f(x) =
1

π
· 1

1 + x2
.

試求其特徵函數 φX .

解 直接由定義 φX(t) = E[eitX ] 以求 X 之特徵函數需利用微分方程, 稍為困難些, 如果利

用 Fourier 反演公式及上例, 則相當簡單. 為方便計, 設 Y 具 Laplace 分配, 則由上例知,

φY (t) = E[eitY ] =
1

1 + t2
, 由於

∫

R

|φY (t)|dt = π < +∞,

利用 Fourier 反演公式得

1

2
e−|y| = fY (y) =

1

2π

∫

R

e−ityφY (t) dt =
1

2π

∫ +∞

−∞

e−ity

1 + t2
dt.

上式中, 先令 t = −x, 再令 y = t, 即得

φX(t) =

∫ +∞

−∞
eitx · 1

π
· dx

1 + x2
= e−|t|. �

例 7. 設 X 之密度函數為

f : R → [0, 1] : f(x) =







6

π2
· 1

x2
, 若 x ∈ N,

0, 否則.

(1) 試證 : ∀ t > 0 , MX(t) 不存在;

(2) 試證 : ∀ t > 1 , η
X
(t) 不存在.

證 在 《高等微積分 》 中, 我們知道

+∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
, 是以函數 f 顯然為一離散型之密度函數.

(1) 當 t > 0 時, 因為級數
+∞∑

x=1

etxf(x) =
6

π2

+∞∑

x=1

etx

x2

中之普遍項
etx

x2
趨近於 +∞, 當 x → +∞. 因之, 級數為發散, 是以 MX(t) 不存

在.

(2) 同理, 當 t > 1 時, 因為級數

+∞∑

x=1

txf(x) =
6

π2

+∞∑

x=1

tx

x2

中之普遍項
tx

x2
趨近於 +∞, 當 x → +∞. 因之, 級數為發散, 故 η

X
(t) 不存在. �

此一反例說明, 在討論機率之一般性理論時, 動差生成函數乃為 『不可完全信賴』 之工具.

此亦為特徵函數在機率論諸積分變換中, 獨具重要性之理由.



5.3 隨機向量之特徵函數 175

§ 5.3 隨機向量之特徵函數

本節中, 我們將扼要介紹隨機向量之特徵函數及動差生成函數, 以及一些基本性質.

定義 5.16

設 X = (X1, · · · , Xk) 為一 k 維隨機向量, 則函數

(1) φX : Rk → C : φX(t) = E[ exp(it1X1 + · · ·+ itkXk) ] 稱為 X 之特徵函數, 其

中 t = (t1, · · · , tk).

(2) MX(t) = E[ exp(t1X1 + · · ·+ tkXk) ] 稱為 X 之動差生成函數.

在第三章中, 為方便計, 我們常將 X = (X1, · · · , Xk) 之分配函數 FX 寫為 FX1,··· ,Xn
, 而

常將 X 之密度函數 fX 寫為 fX1,··· ,Xn
, 在此我們同樣可將特徵函數 φX 寫為 φX1,··· ,Xn

.

定理 5.17

設 X 為一 k 維隨機向量.

(1) φX(0) = 1, MX(0) = 1.

(2) ∀ t ∈ Rk, |φX(t)| ≤ 1.

(3) 若 c1, · · · , ck ∈ R , t = (t1, · · · , tk) ∈ Rk , 則

φX1+c1, ··· ,Xk+ck(t) = exp(it1c1 + · · ·+ itkck)φX(t);

φc1X1, ··· , ckXk
(t) = φX(c1t1 + · · ·+ cktk).

證 仿定理 5.5 證明即可. �

定理 5.18

設 φ 為隨機向量 X 之特徵函數. 若Xn1

1 · · ·Xnk

k 為可積, 內 n1, · · · , nk 均為非負整

數, 則
∂n

∂tn1

1 · · ·∂tnk

k

φ(0) = inE[Xn1

1 · · ·Xnk

k ],

其中 n = n1 + · · ·+ nk.

證 仿定理 5.7 之證. �
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Lévy 及 Fourier 反演公式亦可推廣到多維之情形, Laha & Rohagi [10], p.148 及其後有

很詳細的說明, 我們將不予介紹.

例 1. 設 X = (X1, · · · , Xk) 具多項分配 (參見 § 3.2 ). 試求

(1) X 之特徵函數 ;

(2) E[X1 · · ·Xk] .

解 (1) 我們知道 X 之密度函數為 f : Rk → [0, 1] :

f(x1, · · · , xk) =







(
n

x1, · · · , xk

)

px1

1 · · ·pxk

k , 若 x ∈ A,

0, 否則.

內 A = {(x1, · · · , xk) | xj ∈ Z+, x1 + · · ·+ xk = n}, 是以

φX(t) = E[ exp(it1X1 + · · ·+ itkXk) ]

=
∑

x∈A
exp(it1x1 + · · ·+ itkxk)f(x1, · · · , xk)

=
∑

x∈A

(
n

x1, · · · , xk

)

(p1e
it1)x1 · · · (pkeitk)xk

= (p1e
it1 + · · ·+ pke

itk)n, (多項式定理, 見 § 3.2 之註. )

(2) 由於,

∂φX(t)

∂t1
= n(p1e

it1 + · · ·+ pke
itk)n−1 i p1 e

it1 ,

...

∂kφX(t)

∂tk · · ·∂t1
= n(n− 1) · · · (n− k + 1)

· (p1eit1 + · · ·+ pke
itk)n−k ik p1 · · · pk eit1+···+itk ,

是以

E[X1 · · ·Xk] =
1

ik
· ∂kφX(0)

∂tk · · ·∂t1
= n(n− 1) · · · (n− k + 1)p1 · · · pk. �
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第五章 習 題

5-1 設 X 與 Y 均為實值隨機變數, Z = X + iY. 試證 :

P{|Z| > 1} ≥ P{|X| > 1}+ P{|Y | > 1} − P{|X| > 1, |Y | > 1}.

5-2 設 X 為一非負隨機變數, m ∈ R, Z = X + imX. 試證 : |E[Z]| = E|Z|.

5-3 試求下列各隨機變數 X 之特徵函數, 並以之求 E[X ] 及 Var X .

(1) X 具均勻分配 U(α, β);

(2) X 具負二項分配;

(3) X 之密度函數為

f : R → R+ : f(x) =

{
λ exp(−λ(x− α)), 若 x > α,

0, 否則,

內 λ > 0, α ∈ R.

5-4 若隨機變數 X 具一般之 Cauchy 分配 C(µ, σ2), 試求其特徵函數, 並求此特徵函數在點

0 之左右導數.

5-5 設 X 之特徵函數為

φ : R → C : φ(t) =







1− t, 若 0 ≤ t ≤ 1,

1 + t, 若 −1 ≤ t < 0,

0, 若 |t| > 1.

試利用反演定理以求 X 之密度函數.

5-6 設 φ 為隨機變數 X 之特徵函數 , 試證以下三陳述為對等:

( I ) ∀ t ∈ R, φ(t) ∈ R;

(II) φ 為一偶函數, 即 φ(−t) = φ(t);

(III) X 與 −X 之分配相同, (此時稱 X具對稱分配 ).

5-7 設 X 具常態分配 N(µ, σ2) , 試求 X 之動差生成函數.
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5-8 設隨機變數 X 之期望值 E[X ] = 0. 試證 :

|φX(t)− 1| ≤ t2E[X2]

2
, ∀ t ∈ R.

5-9 設 X 之特徵函數為 φX(t) = exp(4(eit − 1)). 試求 P{1 ≤ X ≤ 5} =?

5-10 設隨機向量 (X, Y ) 之特徵函數為

φ : R2 → C : φ(t, u) =
[ 1

3
(eit+iu + 1) +

1

6
(eit + eiu)

]2

.

若已知 E[X ], Var X 及 C(X, Y ) 均為有限, 試求其值.

5-11 設 X ∼ N(0, 1), 直接利用特徵函數之定義以求 Y = X2 之特徵函數, 並以之說明 Y 具

χ2
1 分配.

5-12 設 φ 為隨機變數 X 之特徵函數, 若 φ 為 n 階可微, 試利用 《 微積分 》 中之 Taylor 定理

證明:

φ(t) = φ(0) +
φ′(0)

1!
t+ · · ·+ φ(n)(0)

n!
tn + o(tn).

5-13 設絕對連續型隨機變數 X 之分配函數為 F . 試利用特徵函數法證明 : 隨機變數

Y = F ◦X 具 U(0, 1) 分配.

[註 ] 請參照習題 2-20 題.



Chapter 6

隨機變數之獨立性

在第一章中, 我們曾以條件 P (A ∩ B) = P (A)P (B) 界定事件 A 與 B 之獨立性, 由於

A ⊥⊥ B ⇔ A ⊥⊥ ∁B ⇔ ∁A ⊥⊥ B ⇔ ∁A ⊥⊥ ∁B,

我們不難看出 A 與 B 為獨立之充要條件為 σ{A} 中之每一事件與 σ{B} 中之每一事件均為

獨立. 由這裡讓我們聯想到二“互不關聯”的隨機試驗, 是否能以嚴格的數學形式來表達? 它的

關鍵在於由此二隨機試驗所產生的二隨機變數, 我們該如何界定其獨立性? 此一觀念影響了整

個機率論發展史, 在 J. Bernoulli 之後的二百年中, 機率學者花費了很大的心血在研究獨立隨機

變數之平均的“規則性”, 也就是所謂的大數定律及中央極限定理, 我們將在下一章詳細討論. 本

章中, 我們先界定所謂獨立性, 並探討一些重要性質, 以做為下一章之準備.

§ 6.1 隨機獨立

定義 6.1

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, C1, · · · , Ck ⊂ F , 如果

∀A1 ∈ C1, · · · , ∀Ak ∈ Ck, A1, · · · , Ak 為獨立,

則稱 C1, · · · , Ck 為 (隨機) 獨立.

定義 6.2

設 X1, · · · , Xk 均為 (Ω, F , P ) 之隨機變數. 我們稱 X1, · · · , Xk 為獨立, 如果

X−1
1 (B), · · · , X−1

k (B) 為獨立, 內 B 為一維 Borel 域.

一如本章一開始所說, 此一定義來自事件間之獨立性, 論述十分流暢, 含義也很清楚, 形式

也是十分嚴格, 但使用起來卻非常困難; 因為二隨機變數 X 與 Y 所界定之 σ 域 X−1(B) 與

179
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Y −1(B) 何等複雜, 我們又如何能判定一 σ 域之每一事件與另一 σ 域之每一事件均為獨立? 因

此, 有加以改善的必要. 在本章中, 我們將先討論以下各陳述之對等情形, 其間之證明, 有的簡

單, 有的則是十分困難.

( I ) X1, · · · , Xk 為獨立;

( II ) ∀A1 ∈ X−1
1 (B), · · · , ∀Ak ∈ X−1

k (B) , P
( k⋂

j=1

Aj

)

=

k∏

j=1

P (Aj);

(III) ∀B1, · · · , ∀Bk ∈ B , P
( k⋂

j=1

{Xj ∈ Bj}
)

=

k∏

j=1

P{Xj ∈ Bj};

(IV) ∀ (x1, · · · , xk) ∈ Rk, F (x1, · · · , xk) = F1(x1) · · ·Fk(xk);

(V ) ∀ (x1, · · · , xk) ∈ Rk, f(x1, · · · , xk) = f1(x1) · · ·fk(xk);

(VI) ∀ (t1, · · · , tk) ∈ Rk, φ(t1, · · · , tk) = φ1(t1) · · ·φk(tk).

其中 F, f, φ 分別為 X = (X1, · · · , Xk) 之分配函數、 密度函數及特徵函數 ; Fj , fj , φj

則分別為 Xj 之分配函數、 密度函數及特徵函數. 我們知道密度函數僅在絕對連續型或離散型

之隨機向量 (隨機變數) 才存在, 因此, 上述陳述 (V) 與其他陳述之對等需在上述二型之情況

下方為成立, 此外, 絕對連續型之密度函數為殆遍唯一 (a.e. unique), 我們將在稍後詳細說明.

由於上述各陳述之對等性之證明十分困難,許多機率論及統計學之書籍均予省略,而以陳述 (V)

做為隨機變數獨立之定義, 其優點為簡單易用, 缺點則是定義之由來不明. 我們建議初學之讀者

不妨大致瀏覽, 先學會如何使用, 再回頭詳細探討其由來.

定理 6.3

設 X1, · · · , Xk 均為 (Ω, F , P ) 之隨機變數, 則以下三陳述為對等 :

( I ) X1, · · · , Xk 為獨立 ;

( II ) ∀A1 ∈ X−1
1 (B), · · · , ∀Ak ∈ X−1

k (B), P
( k⋂

j=1

Aj

)

=
k∏

j=1

P (Aj) ;

(III) ∀B1, · · · , ∀Bk ∈ B, P
( k⋂

j=1

{Xj ∈ Bj}
)

=
k∏

j=1

P{Xj ∈ Bj} .

證 ( I ) ⇒ ( II ). 由定義 6.1 立即可得.

( II ) ⇒ ( I ). 我們需證 :

A1 ∈ X−1
1 (B), · · · , Ak ∈ X−1

k (B) ⇒ A1, · · · , Ak 為獨立.
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我們只證明 : P (A1 ∩A2) = P (A1)P (A2), 其餘部分同理. 在此, 令

A′
3 = · · · = A′

k = Ω, 則因 A′
3 ∈ X−1

3 (B), · · · , A′
k ∈ X−1

k (B), 應有

P (A1 ∩ A2) = P (A1 ∩A2 ∩ A′
3 ∩ · · · ∩ A′

k)

= P (A1)P (A2)P (A′
3) · · ·P (A′

k)

= P (A1)P (A2).

( II ) ⇒ (III). 因為 {Xj ∈ Bj} = X−1
j (Bj) ∈ X−1

j (B), 是以

P
( k⋂

j=1

{Xj ∈ Bj}
)

=

k∏

j=1

P{Xj ∈ Bj};

(III) ⇒ ( II ). 由於 Aj ∈ X−1
j (B), 知必存在 Bj ∈ B 使得 Aj = X−1

j (Bj). 故

P
( k⋂

j=1

Aj

)

= P
( k⋂

j=1

X−1
j (Bj)

)

= P
( k⋂

j=1

{Xj ∈ Bj}
)

=

k∏

j=1

P{Xj ∈ Bj} =

k∏

j=1

P (Aj). �

在沒有繼續研究其他之對等關係之前, 我們將先探討隨機變數序列之獨立性, 在下一章中,

它將扮演十分重要之角色.

定義 6.4

設 {Xn}n 為 (Ω, F , P ) 之一隨機變數序列. 若 ∀n ∈ N, X1, · · · , Xn 為獨立, 則稱

X1, · · · , Xn, · · · 為獨立.

定理 6.5

設 X1, · · · , Xk 為獨立之隨機變數, 次設 ∀ j ∈ {1, · · · , k}, gj : R → R 為 Borel 可

測函數, 則隨機變數 g1 ◦X1, · · · , gk ◦Xk 為獨立.

證 利用定理 6.3 之陳述 (III), 往證: 若 B1, · · · , Bk ∈ B, 則

P
( k⋂

j=1

{gj ◦Xj ∈ Bj}
)

=

k∏

j=1

P{gj ◦Xj ∈ Bj}.
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此因

P
( k⋂

j=1

{gj ◦Xj ∈ Bj}
)

= P
( k⋂

j=1

{Xj ∈ g−1
j (Bj)}

)

, (利用合成函數之像原 )

=
k∏

j=1

P{Xj ∈ g−1
j (Bj)}, (因X1, · · · , Xk為獨立 )

=
k∏

j=1

P{gj ◦Xj ∈ Bj}. �

在古典數學中, 常將合成函數 gj ◦Xj 讀做 Xj 之變換 (transformation), 並寫為 gj(Xj);

本定理乃是說明 : 如果 X1, · · · , Xk 為獨立, 則諸隨機變數之變換亦為獨立. 本定理可加以

推廣而為 : 若 X1, · · · , Xk 為獨立, 則 g(X1, · · · , Xn) 與 h(Xn+1, · · · , Xk) 亦為獨立, 其中

1 < n < k; 當然我們還可將 X1, · · · , Xk “切”為兩“組”以上, 以下就是這樣的定理.

定理 6.6

設 X1, · · · , Xk 為獨立之隨機變數. 若

g1 : R
n1 → R, g2 : R

n2−n1 → R, · · · , gj+1 : R
k−nj → R

均為 Borel 可測, 其中 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nj < k, 則隨機變數

g1 ◦ (X1, · · · , Xn1
), g2 ◦ (Xn1+1, · · · , Xn2

), · · · , gj+1 ◦ (Xnj+1, · · · , Xk)

亦為獨立.

證 本定理證明要比定理 6.5 之證明困難得多, 而且需要一些有關 σ 域的新技巧. 有興趣者,

請參閱 Chow & Teicher [2], p.62. �

在尋求獨立性之進一步的對等條件之前, 我們將先研究一下獨立性與期望值的一些關係,這

些關係對於陳述 (VI), 有關特徵函數與隨機變數之獨立性, 成為相當重要的工具.

定理 6.7

設非負隨機變數 X 與 Y 為獨立, 則 E[XY ] = EX · EY.
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證 1◦ 若 X, Y 均為簡單隨機變數, 其值均分別為 {x1, · · · , xn}, {y1, · · · , ym}, 令

Aj = {X = xj}, ∀ j = 1, · · · , n; Bk = {Y = yk}, ∀ k = 1, · · · , m, 則

• X =

n∑

j=1

xjIAj
, Y =

m∑

k=1

ykIBk
;

• XY =

n∑

j=1

m∑

k=1

xjykIAj∩Bk

• ∀ j, ∀ k, Aj 與 Bk 為獨立;

是以

E[XY ] =
n∑

j=1

m∑

k=1

xjykP (Aj ∩Bk)

=

n∑

j=1

m∑

k=1

xjykP (Aj)P (Bk)

=
n∑

j=1

xjP (Aj) ·
m∑

k=1

ykP (Bk) = E[X ] · E[Y ].

2◦ 若 X, Y 均為非負隨機變數, 由第二章之可測性定理知, 存在非負簡單隨機變數序

列 {Xn}n, {Yn}n 使得

Xn ↑ X, Yn ↑ Y ;

由於 Xn 為 X 之一變換, (參見附錄四 ), Yn 為 Y 之一變換, 是以 ∀n ∈ N, Xn 與

Yn 為獨立. 此外, {XnYn}n 為非負簡單隨機變數且 XnYn ↑ XY , 是以

E[XY ] = lim
n→+∞

E[XnYn] = lim
n→+∞

E[Xn] · E[Yn] = E[X ] · E[Y ]. �

系 6.8

(1) 若 X 與 Y 為獨立之可積隨機變數, 則 E[XY ] = EX ·EY.

(2) 若 X1, · · · , Xk 為獨立之可積隨機變數, 則

E[X1 · · ·Xk] = (EX1) · · · (EXk).

證 (1) 令

g1 : R → R+ : g1(x) =

{
x, 若 x ≥ 0,

0, 若 x < 0,

g2 : R → R+ : g2(x) =

{
0, 若 x ≥ 0,

−x, 若 x < 0,
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顯然 X+ = g1 ◦X, X− = g2 ◦X, Y + = g1 ◦ Y, Y − = g2 ◦ Y , 由定理 6.5 知,

X+ 與 Y + 、 X+ 與 Y − 、 X− 與 Y + 、 X− 與 Y − 等均為獨立. 是以

E[XY ] = E[(X+ −X−)(Y + − Y −)]

= E[X+Y + −X+Y − −X−Y + +X−Y −]

= E[X+Y +]− E[X+Y −]− E[X−Y +] + E[X−Y −]

(因 X, Y 均為可積 )

= E[X+]E[Y +]− E[X+]E[Y −]−E[X−]E[Y +] + E[X−]E[Y −]

= (EX+ − EX−)(EY + − EY −)

= E[X ] ·E[Y ].

(2) 利用 (1) 及數學歸納法, 讀者自證之. �

系 6.9

若 X 與 Y 為獨立之隨機變數, 則 X 與 Y 為不相關, (如果相關係數存在 ).

證 因為

ρ(X, Y ) =
C(X, Y )

σXσY
=

E[XY ]− (EX)(EY )

σXσY
= 0. �

本系之逆陳述不為真, 亦即, 若 X 與 Y 為不相關, 則 X 與 Y 未必為獨立. 反例稍後再

舉.

設 X1, · · · , Xk 為隨機變數, 我們知道, 不論其是否為獨立, 其線性組合 Z =
∑k

j=1 cjXj

之期望值 EZ 為諸 EXj 之線性組合
∑k

j=1 cjE[Xj ]; 然而 Z 之變異數 Var Z 是否為諸變異

數 Var Xj 之線性組合? 答案是: 『未必 ! 』, 但當 X1, · · · , Xk 為獨立時, 答案則肯定, 但應注

意線性組合之 『係數』, 這就是 Bienaymé 公式.

定理 6.10 (Bienaymé 定理 )

設隨機變數 X1, · · · , Xk 之變異數分別為 σ2
1 = Var X1, · · · , σ2

k = Var Xk; 而

c1, · · · , ck ∈ R, 則

(1) Var
( k∑

j=1

cjXj

)

=
k∑

j=1

c2j σ
2
j +

∑

i 6=j

ci cj C(Xi, Xj);

(2) X1, · · · , Xk 為獨立

⇒ Xi 與 Xj為獨立, ∀ i, j ∈ {1, · · · , k} 且 i 6= j

⇒ Var
( k∑

j=1

cjXj

)

=

k∑

j=1

c2j Var Xj . (∗)

上述公式 (∗) 稱為 Bienaymé 公式.
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證 (1) 首先, 我們知道
∑

i 6=j

表示

k∑

j=1

k∑

i=1
i 6=j

, 更明白地說應該是
∑

(i,j)∈B
其中

B = {(i, j) ∈ N2 | 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ k,且 i 6= j}.

由變異數之定義知

Var
( k∑

j=1

cjXj

)

= E
[ k∑

j=1

cjXj −E
( k∑

j=1

cjXj

)]2

= E
[ k∑

j=1

cj(Xj − EXj)
]2

= E
[ k∑

j=1

c2j (Xj − EXj)
2 +

∑

i 6=j

cicj(Xi − EXi)(Xj −EXj)
]

=

k∑

j=1

c2jσ
2
j +

∑

i 6=j

cicj C(Xi, Xj).

(2) 若 X1, · · · , Xk 為獨立, 由定義 6.2 知其中任二隨機變數均為獨立, 是以其協方差

亦為 0, Bienaymé 公式顯然成立. �

例 1. 設某甲步行之速率每公里需 X 分鐘, 某乙步行之速率則需 Y 分鐘, 已知 EX = 15,

Var X = 1, EY = 12, Var Y = 2. 今甲自點 A 持一信件走到點 B 交給乙, 然後乙立

即持此信走到點 C. 若 AB 之距離為 2 公里, BC 之距離為 3 公里, 試問此一信件在 56

分鐘至 76 分鐘之間送達點 C 之機率是否大於 0.7 ?

解 由題意知 X 與 Y 為獨立之隨機變數, 由於 AB = 2, BC = 3, 故由點 A 送信至點 C

共需 Z = 2X + 3Y 分鐘. 利用期望值之線性性質及 Bienaymé 公式知,

EZ = 2EX + 3EY = 2× 15 + 3× 12 = 66,

Var Z = 22Var X + 32Var Y = 4× 1 + 9× 2 = 22.

是以

P{56 < Z < 76} = P{−10 < Z − 66 < 10}

= P{|Z − 66| < 10}

= 1− P{|Z − 66| ≥ 10}

≥ 1− Var Z

102
, ( Chebyshev 不等式 )

= 1− 22

100
= 0.78.

顯然此一信件在 56 分鐘 至 76 分鐘之間送達點 C 之機率大於 0.7 . �
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提醒讀者注意: 在上例中, 我們利用 Chebyshev 不等式求隨機變數 Z 發生在某一區間之

機率的 『範圍』. 如果希望確知此一機率之 『值』 為若干, 首先隨機變數 X與 Y 之分配須為已

知, 其次設法求得 Z 之分配, 我們將在本章第二節, 以特徵函數方法探討此一問題. 當然, 利用

第三章隨機向量之變換也是一種可選擇之方法, 不過通常遠較特徵函數法麻煩.

以下, 我們將利用分配函數、 密度函數及特徵函數以研究隨機變數獨立性之其他對等條件,

這對於今後處理獨立性問題大有幫助.

定理 6.11

設 X 與 Y 為隨機變數, F = FX,Y 為隨機向量 (X, Y ) 之分配函數, 則 X 與 Y 為獨

立之充要條件為 F (x, y) = FX(x)FY (y), ∀ x, ∀ y ∈ R.

證 若 X 與 Y 為獨立. 則 ∀ x, ∀ y ∈ R,

F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y}

= P{X ≤ x}P{Y ≤ y}, (定理 6.3 )

= FX(x)FY (y).

反之, 若 F (x, y) = FX(x)FY (y), ∀ x, ∀ y ∈ R. 我們需證明 :

∀B, ∀C ∈ B, P{X ∈ B, Y ∈ C} = P{X ∈ B}P{Y ∈ C}.

由於此一證明需要一些有關單調類 (monotone class) 的定理, 對於初學機率者似嫌過深.

我們建議有興趣者參閱 Laha & Rohagi [10], §1.4. �

系 6.12

設 X1, · · · , Xk 為隨機變數, F 為 X = (X1, · · · , Xk) 之分配函數, Fj 為 Xj 之分

配函數, 則以下二陳述為對等.

( I ) X1, · · · , Xk 為獨立 ;

(IV) ∀ (x1, · · · , xk) ∈ Rk, F (x1, · · · , xk) = F1(x1) · · ·Fk(xk) .

證 (I) ⇒ (IV). 仿定理 6.11 即可, 至於其逆則更為繁複. �
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定理 6.13

設 X1, · · · , Xk 為隨機變數; f 為 X = (X1, · · · , Xk) 之密度函數, fj 為 Xj 之密度

函數, ∀ j = 1, · · · , k.
(1) 若 X 為離散型, 則 X1, · · · , Xk 為獨立之充要條件為

f(x1, · · · , xk) = f1(x1) · · ·fk(xk), ∀(x1, · · · , xk) ∈ Rk;

(2) 若 X 為絕對連續型, 則 X1, · · · , Xk 為獨立之充要條件為

f(x1, · · · , xk) = f1(x1) · · ·fk(xk), ∀(x1, · · · , xk) ∈ Rk a.e.

說明: 本定理之目的, 在於證明本章開始時所提及陳述 (I) 與陳述 (V) 之對等性, 由於絕對連續

型隨機變數之密度函數不為唯一而為殆遍唯一 (a.e. unique), 故離散連續二型之陳述有

稍許不同, 提醒讀者小心.

證 為使讀者易於了解, 我們將只證 k = 2 之情形, 其餘同理.

(1) 若 X1 與 X2 為離散型. 令 B1 = {x1}, B2 = {x2}, 則

X1 與 X2 為獨立 ⇒ P{X1 ∈ B1, X2 ∈ B2} = P{X1 ∈ B1}P{X2 ∈ B2}

⇒ P{X1 = x1, X2 = x2} = P{X1 = x1}P{X2 = x2}

⇒ f(x1, x2) = f1(x1) · f2(x2).

反之, 若 f(x1, x2) = f1(x1) · f2(x2), ∀(x1, x2) ∈ R2, 則因

F (x1, x2) =
∑

t1≤x1

∑

t2≤x2

f(t1, t2)

=
∑

t1≤x1

f1(t1)
∑

t2≤x2

f2(t2) = F1(x1) · F2(x2).

由定理 6.11 知 X1 與 X2 為獨立.

(2) 若 X1 與 X2 為絕對連續型, 則

X1 與 X2 為獨立 ⇒ F (x1, x2) = F1(x1) · F2(x2), (定理 6.11 )

⇒ f(x1, x2) = f1(x1) · f2(x2) a.e.

(上式兩端分別對 x1 及 x2 偏微之. )

反之, 若 f(x1, x2) = f1(x1) · f2(x2) a.e., 則因

F (x1, x2) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
f(t1, t2) dt2 dt1

=

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
f1(t1)f2(t2) dt2 dt1

=

∫ x1

−∞
f1(t1) dt1

∫ x2

−∞
f2(t2) dt2 = F1(x1) · F2(x2),

是以 X1 與 X2 為獨立. �
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系 6.14

設 X 與 Y 為獨立之隨機變數, f, fX , fY 分別為 (X, Y ) 、X 及 Y 之密度函數, 集合

A = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y)) > 0},

A1 = {x ∈ R | fX(x) > 0},

A2 = {y ∈ R | fY (y) > 0}.

(1) 若 X 與 Y 為離散型, 則 A = A1 × A2 ;

(2) 若 X 與 Y 為絕對連續型, 則 A = A1 × A2 a.e.

證 我們只證 (1). 至於 (2), 留給讀者自行完成之. 由於

(x, y) ∈ A ⇔ f(x, y) > 0

⇔ fX(x)fY (y) > 0

⇔ fX(x) > 0 且 fY (y) > 0

⇔ x ∈ A1 且 y ∈ A2

⇔ (x, y) ∈ A1 ×A2

是以 A = A1 × A2. �

例 2. 設隨機向量 (X, Y ) 之分配函數為

F : R2 → [0, 1] : F (x, y) =

{
1− e−x − e−y + e−(x+y), 若 x ≥ 0, y ≥ 0,

0, 否則.

試問 X 與 Y 是否為獨立 ?

解 我們將以兩種方法證明 X 與 Y 為獨立.

法 1. 由於

FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ≤ x, Y ∈ R} = lim
y→+∞

P{X ≤ x, Y ≤ y}

= lim
y→+∞

F (x, y) =

{
1− e−x, 若 x ≥ 0,

0, 若 x < 0;

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{Y ≤ y, X ∈ R} = lim
x→+∞

P{X ≤ x, Y ≤ y}

= lim
x→+∞

F (x, y) =

{
1− e−y, 若 y ≥ 0,

0, 若 y < 0;
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是以

FX(x)FY (y) =

{
(1− e−x)(1− e−y), 若 x ≥ 0 且 y ≥ 0,

0, 若 x < 0 或 y < 0,

= F (x, y) , ∀ x, y ∈ R.

故知 X 與 Y 為獨立.

法 2. 由於 (X, Y ) 之密度函數為 f : R2 → R+ :

f(x, y) =







∂2F (x, y)

∂x∂y
, 若偏導數存在,

0 , 否則,

=

{
e−(x+y), 若 x > 0 且 y > 0,

0 , 若 x ≤ 0 或 y ≤ 0.

是以

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y) dy =

{
e−x, 若 x > 0,

0, 若 x ≤ 0;

fY (y) =

∫ +∞

−∞
f(x, y) dx =

{
e−y, 若 y > 0,

0, 若 y ≤ 0;

顯然 f(x, y) = fX(x)fY (y), ∀(x, y) ∈ R2, 故 X 與 Y 為獨立. �

在本章稍早, 我們知道 : 若 X 與 Y 為獨立, 則 X 與 Y 為不相關; 我們也提過, 若 X 與

Y 為不相關, 則 X 與 Y 未必為獨立, 在此, 我們舉一反例以說明之.

例 3. 設隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → [0, 1] : f(x, y) =

{
1/4, 若 (x, y) ∈ A,

0, 否則,

內 A = {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0, −1)}. 證明 X 與 Y 為不相關, 但 X 與 Y 亦不為獨

立.

解 1◦ 由原設我們立即可得下表:

x
f(x, y) fY (y)

−1 0 1

−1 − 1/4 − 1/4

y 0 1/4 − 1/4 1/2

1 − 1/4 − 1/4

fX(x) 1/4 1/2 1/4 1
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換言之, X 與 Y 之 (邊際) 密度函數分別為

fX : R → [0, 1] : fX(x) =







1/4, 若 x ∈ {−1, 1},
1/2, 若 x = 0,

0, 否則,

fY : R → [0, 1] : fY (y) =







1/4, 若 y ∈ {−1, 1},
1/2, 若 y = 0,

0, 否則,

由

f(1, 1) = 0 6= 1/16 = fX(1)fY (1),

知 X 與 Y 不為獨立.
(

亦可利用系 6.14, 因為

A1 = {−1, 0, 1} , A2 = {−1, 0, 1},

A1 × A2 = {(x, y) | x, y ∈ {−1, 0, 1}} 6= A.
)

圖 6–1

2◦ 其次, 我們證明 X 與 Y 為不相關. 此因

E[XY ] =
∑

(x, y)∈A
xyf(x, y) = 0,

EX =
∑

x∈A1

xfX(x) = 0,

EY =
∑

y∈A2

yfY (y) = 0,

是以

ρ(X, Y ) =
E[XY ]− (EX)(EY )

σXσY
= 0. �

例 4. 設隨機向量 (X, Y ) 均勻分配於單位圓 A = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} 上, 即其密度

函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =







1

π
, 若 (x, y) ∈ A,

0, 否則.

試問 X 與 Y 是否為獨立 ?
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圖 6–2

解 因為集合

A = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y)) > 0} = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1},

為一圓, 不可能殆遍等於二實數集合之積, 由系 6.14 知, X 與 Y 不為獨立. �

儘管對於一般分配函數, 不相關之二隨機變數未必為獨立, 但若已知其聯合分配具二元常態

分配, 不相關性與獨立性卻無差異, 我們將介紹於以下之定理.

定理 6.15

設隨機向量 (X, Y ) 具二元常態分配, 則 X 與 Y 為獨立之充要條件為 X 與 Y 為不

相關.

證 我們只需證明 : 若X 與 Y 為不相關, 則 X 與 Y 為獨立. 因為 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√

1− ρ2
exp

(

− Q(x, y)

2

)

,

其中

Q(x, y) =
1

1− ρ2

[(x− µ1

σ1

)2

− 2ρ
(x− µ1

σ1

)(y − µ2

σ2

)

+
(y − µ2

σ2

)2 ]

.

我們可證明 X 與 Y 之相關係數 ρ(X, Y ) = ρ, (習題 4.17 ), 是以若X 與 Y 為不相關,

即 ρ = ρ(X, Y ) = 0, 我們有

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

exp
[

−1

2

(x− µ1

σ1

)2

− 1

2

(y − µ2

σ2

)2]

.

=
1

σ1

√
2π

exp
[

− 1

2σ2
1

(x− µ1)
2
]

· 1

σ2

√
2π

exp
[

− 1

2σ2
2

(y − µ2)
2
]

顯然 X 與 Y 之邊際密度函數分別為

fX : R → R+ : fX(x) =
1

σ1

√
2π

exp
[

− 1

2σ2
1

(x− µ1)
2
]

,

fY : R → R+ : fY (y) =
1

σ2

√
2π

exp
[

− 1

2σ2
2

(y − µ2)
2
]

;

故得 f(x, y) = fX(x)fY (y). �
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§ 6.2 獨立性與特徵函數之關係

在上一節中, 我們已經獲得獨立隨機變數之一些充要條件, 有些條件頗為理論, 另一些則較

易於掌握. 本節中, 首先, 我們要利用特徵函數, 求得獨立性之另一充要條件. 其次, 我們也要利

用特徵函數方法探討有關獨立隨機變數之線性組合之分配問題, 這是繼第三章隨機向量變換的

另一種方法, 實用價值很高.

定理 6.16

設 X 與 Y 為隨機變數, φ = φX, Y 為隨機向量 (X, Y ) 之特徵函數, 則 X 與 Y 為獨

立之充要條件為 φ(s, t) = φX(s)φY (t), ∀ s, ∀ t ∈ R.

證 1◦ 若 X 與 Y 為獨立, 則

φ(s, t) = E[ei sX+i t Y ]

= E[ei sX · ei t Y ]

= E[ei sX ] ·E[ei t Y ], (習題 6.10)

= φX(s)φY (t).

2◦ 由於牽涉之技巧較為繁複, 我們只大略介紹證明之步驟如下 : 二變數之反演公式為

P{a− h < X ≤ a+ h, b− k < Y ≤ b+ k}

= lim
T→+∞

1

π2

∫ T

−T

∫ T

−T

sin sh

s
· sin tk

t
exp[−i(as + bt)]φ(s, t) ds dt,

其中 (a− h, a+ h]× (b− k, b+ k] ⊂ C(FX, Y ), (FX,Y 之連續點集合 ). 是以, 當

φ(s, t) = φX(s)φY (t) 時, 上式可分解為二積分之積, 其一為 φX 之反演公式, 另一

則為 φY 之反演公式, 亦即

P{a− h < X ≤ a+ h, b− k < Y ≤ b+ k}

= P{a− h < X ≤ a+ h} · P{b− k < Y ≤ b+ k},

因此, 我們證得 FX, Y (x, y) = FX(x)FY (y), 由定理 6.11 知, X 與 Y 為獨立. �

系 6.17

設 X1, · · · , Xk 為隨機變數, φ 為 X = (X1, · · · , Xk) 之特徵函數, φj 為 Xj 之特徵

函數, 則以下二陳述為對等 :

( I ) X1, · · · , Xk 為獨立;

(VI) ∀(t1, · · · , tk) ∈ Rk, φ(t1, · · · , tk) = φ1(t1) · · ·φk(tk).
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證 (I) ⇒ (VI). 仿定理 6.16 即可, 至於其逆則更為繁複. �

定理 6.18

設 X1, · · · , Xk 為獨立之隨機變數, 則其線性組合 X =
k∑

j=1

cjXj 之特徵函數為

φX(t) =
k∏

j=1

φj(cj t), ∀ t ∈ R,

內 cj ∈ R, φj 為 Xj 之特徵函數.

證 為方便計, 以
∑
表

∑k
j=1, 以

∏
表

∏k
j=1 .

φX(t) = φ∑ cjXj
(t)

= E[ exp(it
∑

cjXj) ]

= E[
∏

exp(itcjXj) ]

=
∏

E[ exp(itcjXj) ], (因 X1, · · · , Xk 為獨立 )

=
∏

φj(cjt). �

系 6.19

獨立隨機變數之和的特徵函數等於各隨機變數之特徵函數之積.

定理 6.20 (二項分配之加法性定理 )

設 X1 ∼ B(n1, p), · · · , Xk ∼ B(nk, p), 且 X1, · · · , Xk 為獨立, 則其和 X =
∑k

j=1Xj 具 B(n, p), 其中 n = n1 + · · ·+ nk.

證 由於 Xj ∼ B(nj , p), 已知其特徵函數為

φj(t) = (pei t + q)nj ,

由定理 6.18 知,

φX(t) =

k∏

j=1

(pei t + q)nj

= (pei t + q)n1+···+nk

= (pei t + q)n,

故知 X 具 B(n, p) 分配. �
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定理 6.21 (Poisson 分配之加法性定理 )

設 X1 ∼ P (λ1), · · · , Xk ∼ P (λk), 且 X1, · · · , Xk 為獨立, 則其和 X =
∑k

j=1Xj

具 P (λ), 其中 λ = λ1 + · · ·+ λk.

證 由於 Xj ∼ P (λ), 已知其特徵函數為

φj(t) = exp(λje
i t − λj),

由定理 6.18 知,

φX(t) =
k∏

j=1

exp(λje
i t − λj)

= exp
( k∑

j=1

(λje
i t − λj)

)

= exp(λei t − λ),

故知 X 具 P (λ) 分配. �

定理 6.22 (常態分配之加法性定理 )

設 X1 ∼ N(µ1, σ
2
1), · · · , Xk ∼ N(µk, σ

2
k), 且 X1, · · · , Xk 為獨立, 則其線性組合

X =
k∑

j=1

cjXj 具 N(µ, σ2) , 其中 µ =
k∑

j=1

cjµj, σ2 =
k∑

j=1

c2jσ
2
j .

證 由於 Xj 具常態分配 N(µj, σ
2
j ), 已知其特徵函數為

φj(t) = exp
(

i tµj −
t2σ2

j

2

)

,

由定理 6.18 知,

φX(t) =

k∏

j=1

φj(cjt)

=

k∏

j=1

exp
(

i tcjµj −
t2c2jσ

2
j

2

)

= exp
( k∑

j=1

(

i tcjµj −
t2

2
c2jσ

2
j

))

= exp
(

i tµ− t2σ2

2

)

.

故知 X 具 N(µ, σ2) 分配. �
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本定理說明具常態分配之獨立隨機變數的線性組合亦具常態分配. 至於其期望值, 我們由

期望值之線性性質知

EX = E
[ k∑

j=1

cjXj

]

=
k∑

j=1

cjEXj =
k∑

j=1

cjµj,

(獨立性未用上 ). 而其變異數, 則因諸 Xj 為獨立, 利用 Bienaymé 公式可得

Var X =
k∑

j=1

Var (cjXj) =
k∑

j=1

c2j Var Xj =
k∑

j=1

c2jσ
2
j .

此二者均與定理 6.22 之結果相同. 本定理有個很重要的系, 在機率與統計上常被提及.

系 6.23

設 X1, · · · , Xn 為獨立且均具常態分配 N(µ, σ2), 則

(1) 隨機變數 Sn =

n∑

j=1

Xj 具 N(nµ, nσ2).

(2) 隨機變數 X =
1

n

n∑

j=1

Xj 具 N(µ,
σ2

n
). (X 又稱為 X1, · · · , Xn 之樣本平均

(sample mean)).

證 (1) 在本定理中令 cj = 1, µj = µ, ∀ j, 並且以 n 代定理中之 k 即可.

(2) 仿 (1), 但 cj =
1

n
. �

我們在此特別聲明, 本系之 (2) 其含義為 : 若某一母群體具常態分配, 則以放回方式(即獨

立) 自其中抽取 n 個值 X1, · · · , Xn, 平均之, 則得 X , 其分配亦為常態, 期望值不變, 但變異

數則縮小為原來的 1/n. 此一性質在統計學上極具重要性.

例 1. 設 X1, · · · , X20, Y1, · · · , Y50 為獨立之隨機變數, 而諸 Xi 均具常態分配函數 N(1, 3),

諸 Yj 均具常態分配函數 N(2, 5). 若 X 表諸 Xi 之樣本平均, Y 表諸 Yj 之樣本平均,

試求 P{X > Y } =?

解 先證: X − Y ∼ N(−1, 1/4). 理由是 :

1◦ 由系 6.23 知, X 具 N(1, 3/20), Y 具 N(2, 5/50), 故

E[X − Y ] = E[X ]− E[Y ] = 1− 2 = −1,
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2◦ 由定理 6.6 知 X 與 Y 為獨立, 故知 X − Y 具常態分配, 且

Var (X − Y ) = Var X +Var Y =
3

20
+

5

50
=

1

4
.

所求之機率為

P{X > Y } = P{X − Y > 0}

= P
{X − Y − (−1)

√

1/4
>

1
√

1/4

}

= 1− Φ(2)

= 1− 0.977250, (查表或計算機)

= 0.0022750. �

定理 6.24 (Gamma 分配之加法性定理 )

設 X1 ∼ G(α1, β), · · · , Xk ∼ G(αk, β), 且 X1, · · · , Xk 為獨立, 則其和

X =
∑k

j=1Xj 具 G(α, β) 分配, 其中 α = α1 + · · ·+ αk.

證 仿上, 因 Xj 具 Gamma 分配, 已知其特徵函數為 φj(t) = (1− iβt)−αj . �

定理 6.25 (χ2 分配之加法性定理 )

設 X1 ∼ χ2
r1
, · · · , Xk ∼ χ2

rk
, 且 X1, · · · , Xk 為獨立, 則其和 X =

∑k
j=1Xj 具 χ2

r

分配, 其中 r = r1 + · · ·+ rk.

證 因 Xj 具 χ2
rj
= G(rj/2, β) 之故. �
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第六章 習 題

6-1 設 A 與 B 為 (Ω, F , P ) 上二事件. 試證 : A 與 B 為獨立之充要條件為指標函數 IA 與

IB 為獨立.

6-2 (1) 設 X 與 Y 為獨立之離散型隨機變數, 證明 : 若 P{X = x} > 0, 則

∀ y ∈ R, f(y|x) = fY (y).

(2) 設 X 與 Y 為獨立之絕對連續型隨機變數, 在什麼條件下仍有

∀ y ∈ R, f(y|x) = fY (y).

6-3 若 X ∼ B(1, p), Y ∼ U(0, 1), 且二者為獨立.

(1) 試求隨機向量 (X, Y ) 之累積分配函數 ;

(2) 試問 (X, Y ) 是否為連續型? 是否為絕對連續型 ?

6-4 設隨機向量 (X, Y ) 之密度函數為

f : R2 → R+ : f(x, y) =

{
kxe−(x+y), 若 x > 0, y > 0,

0, 否則,

(1) 試求常數 k = ?

(2) 試問 X 與 Y 是否為獨立 ?

6-5 設隨機變數 X 與 Y 為獨立且均具相同之 Pascal 分配.

(1) 試求 P{X ≥ x} =? 內 x ∈ Z+ ;

(2) 試求 Z = min{X, Y } 之分配函數 ;

(3) 證明 Z 亦具 Pascal 分配 .

6-6 試舉一例, 其中隨機變數 X 與 Y 均為絕對連續型, X 與 Y 為不相關, 且 X 與 Y 不為

獨立.

6-7 證明: 若 (X, Y ) 具多項分配, 則 X 與 Y 不為獨立.

6-8 設隨機變數 X 與 Y 為獨立且均具相同之 Cauchy 分配.

(1) 試求 X + Y 之特徵函數;

(2) 試問 (X + Y )/2 具有何種分配.
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6-9 設隨機變數 X 與 Y 為獨立且均具相同分配. 試證 : φX−Y (t) = |φX(t)|2, ∀ t ∈ R.

6-10 設 X 與 Y 為獨立之隨機變數. 利用系 6.8 試證 :

E[ei sX · ei t Y ] = E[ei sX ] · E[ei t Y ].

6-11 設 X1 ∼ NB(r1, p), · · · , Xk ∼ NB(rk, p), 且 X1, · · · , Xk 為獨立, 試證其和 X =
∑k

j=1Xj 具 NB(r, p), 其中 r = r1 + · · ·+ rk.

6-12 二位同學相約在中午 12:00 至 12:30 在數學系館門口見面. 假設二人於該時段到達之時

間為隨機且彼此獨立, 試問其中一人等候另一人之時間超過五分鐘之機率為若干 ? (甲等

乙或乙等甲.)

6-13 自區間 [0, 1] 上隨機取二數, 並將此二數標示於一單位長度之竹桿上, 然後於標示點將竹

桿切斷, 試問此三段能圍成一三角形之機率為若干 ?

6-14 設 X, Y, Z 皆為隨機變數,若 X 與 Z 為獨立且 Y 與 Z 為獨立, 舉一反例以說明 X+Y

與 Z 未必為獨立.



Chapter 7

極限定理

§ 7.1 機率論發展初期的極限問題

機率的極限理論, 在機率論初步形成之際就已經出現. 1713 年 Bernoulli 在他遺作 《 猜測

的藝術 》 中, 以樸拙的分析方法證明了機率論中的第一個極限定理 : 如果 X1, X2, · · · , Xn, · · ·
為獨立且均具二項分配 B(1, p) 之隨機變數序列, Sn = X1 + · · ·+Xn, 則 ∀ǫ > 0,

lim
n→+∞

P
{∣
∣
∣
Sn

n
− p

∣
∣
∣ < ǫ

}

= 1.

譬如投籃, Xj 表第 j 次投籃之結果, 進則為 1, 不進則為 0, 如此投了 n 個球 , Sn 表 n 次投籃

之進球數, 而 Sn/n 則為 n 次投籃之進球率, (也就是所謂的相對頻率 ). Bernoulli 的目的在於

說明 Sn/n 與理論的進球率 p 十分接近.

機率中的第二個極限理論也和二項分配有關, 前面我們一再提及

(
n

x

)

pxqn−x 在計算上的

困難, 1732 年 de Moivre 證明 : 當 p = 1/2 時,

(
n

x

)

pxqn−x ∼ 1√
2πnpq

exp
[

−1

2

(x− np√
npq

)2]

,

(即二者之比的極限為 1, 當 n → +∞ ). 1801 年 Laplace 把這種結果推廣到 0 < p < 1 之情

形, 後來又進一步以積分方式解決此一問題, 亦即

lim
n→+∞

P
{

a <
Sn − np√

npq
≤ b

}

=
1√
2π

∫ b

a

exp
(

−x2

2

)

dx.

常態分配於是誕生.

機率的第三個極限理論也是探討

(
n

x

)

pxqn−x 之近似值. 1837 年 Poisson 發現, 當 np = λ

時,

(
n

x

)

pxqn−x 之極限等於 e−λλ
x

x!
, Poisson 分配於是問世. 以下我們將介紹這三個定理.

199
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定理 7.1 [ Bernoulli 弱大數定律 (Weak law of large numbers) ]

設 X1, X2, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具 B(1, p) 分配之隨機變數序列, 而且

Sn = X1 + · · ·+Xn, 則 ∀ ǫ > 0,

lim
n→+∞

P

{∣
∣
∣
Sn

n
− p

∣
∣
∣ ≥ ǫ

}

= 0.

證 由於 Sn ∼ B(n, p), 故 E[Sn] = np,Var Sn = npq, 是以

P
{∣
∣
∣
Sn

n
− p

∣
∣
∣ ≥ ǫ

}

= P{|Sn − np| ≥ nǫ}

≤ Var Sn

(nǫ)2
, ( Chebyshev 不等式 )

=
pq

nǫ2
.

當 n → +∞ 時, 顯然有 lim
n→+∞

P
{∣
∣
∣
Sn

n
− p

∣
∣
∣ ≥ ǫ

}

= 0. �

註 : 由於

lim
n→+∞

P
{∣
∣
∣
Sn

n
− p

∣
∣
∣ ≥ ǫ

}

= 0 ⇔ lim
n→+∞

P
{∣
∣
∣
Sn

n
− p

∣
∣
∣ < ǫ

}

= 1

⇔ lim
n→+∞

P{p− ǫ < Xn < p+ ǫ} = 1.

本定理之意義乃為: 不論 ǫ 多麼小, 當 n 很大時, 樣本平均 Xn 落在區間 (p− ǫ, p + ǫ)

機率很接近 1.

de Moivre 的近似觀念

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具 B(1, p) 分配, Sn 具 B(n, p) 分配, 即其密度函數為

fn : R → [0, 1] : fn(j) =







(
n

j

)

pjqn−j, 若 j ∈ {0, 1, · · · , n},

0, 否則;

其期望值為 E[Sn] = np, 其變異數為 Var Sn = npq. 令 Sn 之標準化為 Yn, 亦即

Yn =
Sn − np√

npq
.

我們將先求 Yn 之密度函數. 令

hn : R → R : hn(j) =
j − np√

npq
.

(參見圖 7–1, 上方之圖先左移再縮小而成小方之圖 ),

則因



7.1 機率論發展初期的極限問題 201

(1) hn|A : A → B 為一對射, 其內

A = {j ∈ R | fn(j) > 0} = {0, 1, · · · , n},

B =
{j − np√

npq

∣
∣
∣ j ∈ A

}

.

(2) hn|A 之反函數為

h−1
n : B → A : h−1

n (y) = np+ y
√
npq.

由定理 2.26 知, Yn 之密度函數為

gn : R → [0, 1] : gn(y) =

{
fn(h

−1
n (y)), 若 y ∈ B,

0, 否則,

內 fn(h
−1
n (y)) =

(
n

h−1
n (y)

)

ph
−1
n (y)qn−h−1

n (y), 為方便計, 我們仍寫為

gn(y) =

(
n

j

)

pjqn−j,

但別忘了 j = h−1
n (y) = np+ y

√
npq.

圖 7–1

de Moivre 的觀念是上述密度函數 gn, 當 n 很大時, 與函數

1
√
npq

√
2π

exp
(

− y2

2

)

十分接近, 經過一些學者的改進, 於是有了以下的面貌.
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定理 7.2 (de Moivre-Laplace 定理 )

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具 B(1, p) 分配, Sn = X1+· · ·+Xn, Yn =
Sn − np√

npq
,

gn 為 Yn 之密度函數. 當 n → +∞ 時, 函數

gn(y)

1
√
npq

√
2π

exp
(

− y2

2

)

均勻收斂於 1 在 R 之任意緊緻區間 I = [a, b].

證 1◦ 由 Stirling 公式知,

m! =
√
2πm ·mm · e−m · exp(θm), 內 0 < θm <

1

12m
.

是以

gn(y) =

(
n

j

)

pjqn−j

=
n!

j! k!
pjqk, (令 k = n− j )

=

√
2πnnne−n exp(θn)√

2πj jje−j exp(θj) ·
√
2πk kke−k exp(θk)

pjqk

=
1√
2π

√
n

jk

(np

j

)j(nq

k

)k

exp(θn − θj − θk).

吾人可得

gn(y)

1
√
npq

√
2π

exp
(

− y2

2

) =

√
n

jk
1√
npq

·

(np

j

)j(nq

k

)k

exp
(−y2

2

) · eθ.

內 θ = θn − θj − θk. 我們將證明每一部分都均勻收斂於 1, 且因三者均為有界, 故

其乘積亦均勻收斂於 1 在區間 [a, b] 上.

2◦ 第一部分之倒數

1√
npq

√
n

jk

=

√
jk

n
√
pq

=
1√
pq

√
(np+ y

√
npq

n

)(nq − y
√
npq

n

)

=
1√
pq

√
(

p+ y

√
pq

n

)(

q − y

√
pq

n

)

.

由於 y 在緊緻區間上 [a, b] 內, 上式顯然均勻收斂於 1.



7.1 機率論發展初期的極限問題 203

3◦ 第二部分之分子
(np

j

)j(nq

k

)k

= exp
(

j ln
(np

j

)

+ k ln
(nq

k

))

= exp
[

−j ln
(np+ y

√
npq

np

)

− k ln
(nq − y

√
npq

nq

)]

= exp
[

−j ln
(

1 + y

√
q

np

)

− k ln
(

1− y

√
p

nq

)]

= exp
[

−(np + y
√
npq)

(

y

√
q

np
− 1

2
· qy

2

np
+O

( 1

n3/2

))

− (nq − y
√
npq)

(

−y

√
p

nq
− 1

2
· py

2

nq
+O

( 1

n3/2

))]

(

因 ln(1 + t) = t− t2

2
+

t3

3
(1 + c)−3 = t− t2

2
+O(t3) ∗

其中 c 介於 0 與 t 之間之故,
)

= exp
[

− y2

2
+O

( 1

n1/2

)]

, (因 y ∈ [a, b] )

是以
(np

j

)j(nq

k

)k

exp
(

− y2

2

) = exp
[

O
( 1

n1/2

)]

顯然均勻收斂於 1.

4◦ 因 θ = θn − θj − θk, 故

|θ| ≤ |θn|+ |θj |+ |θk| <
1

12

(1

n
+

1

j
+

1

k

)

.

而 lim
n→+∞

j = lim
n→+∞

k = +∞, 是以 lim
n→+∞

eθ = 1. �

定理 7.3 (Laplace 定理 )

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具 B(1, p) 分配, Sn = X1+· · ·+Xn, Yn =
Sn − np√

npq
,

gn 為 Yn 之密度函數. 當 n → +∞ 時, 函數

gn(y)
∫ j+1/2

j−1/2

f(t) dt

均勻收斂於 1 在 R 之任意緊緻區間 I = [a, b] 上, 其中 j = np+ y
√
npq , f 為常態

分配 N(np, npq) 之密度函數.

∗ f(t) = O(g(t)) ⇔ (∃K > 0, 使得 ∀ t ∈ Nδ(0) ⇒ |f(t)| < K|g(t)|).
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證 由於 f 為一連續函數, 由積分均值定理知存在 θ ∈ (−1/2, 1/2) 使得

∫ j+1/2

j−1/2

f(t) dt = f(j + θ)

=
1

√
npq

√
2π

exp
[

− 1

2

(j + θ − np)2

npq

]

=
1

√
npq

√
2π

exp
[

− 1

2

(j − np)2

npq
− θ(j − np)

npq
− θ2

2npq

]

=
1

√
npq

√
2π

exp
(

− y2

2

)

exp
(

− yθ√
npq

)

exp
(

− θ2

2npq

)

.

是以

gn(y)
∫ j+1/2

j−1/2

f(t) dt

=
gn(y)

1√
npq

√
2π

exp
(

− y2

2

) · exp
( yθ√

npq

)

exp
( θ2

2npq

)

,

利用 de Moivre-Laplace 定理知上述函數顯然均勻收斂於 1 於任意 y 之 區間 I = [a, b]

上. �

如果我們不以均勻收斂觀念解釋, 而以較弱的點態收斂 (point-wise convergence) 觀念解

釋, 則 Laplace 定理乃說明 : 二項分配 B(n, p) 之密度函數

(
n

j

)

pjqn−j 與常態分配函數

N(np, npq) 之密度函數

f(j) =
1

√
npq

√
2π

exp
(

− 1

2npq
(j − np)2

)

二者十分接近, (當 n 很大時), 前者之值與後者在 [j − 1
2
, j − 1

2
] 之面積比的極限為 1. 參見圖

7–2, 網點部分之面積乃

∫ j+1/2

j−1/2

f(t) dt.

圖 7–2
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系 7.4

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具 B(1, p) 分配, Sn = X1 + · · ·+Xn, 則

P{α ≤ Sn ≤ β} ∼ Φ
(β + 1

2
− np

√
npq

)

− Φ
(α− 1

2
− np

√
npq

)

,

內 α, β ∈ {0, 1, · · · , n}, α ≤ β, Φ 為 N(0, 1) 之分配函數.

證 設隨機變數 Y 具 N(np, npq) , f 為其密度函數, 即

P{α ≤ Sn ≤ β} =

β
∑

α

(
n

j

)

pjqn−j

=

(
n

α

)

pαqn−α +

(
n

α + 1

)

pα+1qn−α−1 + · · ·+
(
n

β

)

pβqn−β

∼
∫ α+1/2

α−1/2

f(t) dt+

∫ α+3/2

α+1/2

f(t) dt+ · · ·+
∫ β+1/2

β−1/2

f(t) dt (†)

=

∫ β+1/2

α−1/2

f(t) dt

= P{α− 1/2 ≤ Y ≤ β + 1/2}

= P
{α− 1

2
− np

√
npq

≤ Y − np√
npq

≤ β + 1
2
− np

√
npq

}

= Φ
(β + 1

2
− np

√
npq

)

− Φ
(α− 1

2
− np

√
npq

)

. �

(†) 我們使用 ∼ 符號, 其意義為 : an ∼ bn ⇔ lim
n→+∞

an
bn

= 1.

例 1. 將一公正之銅板連擲 100 次, 試問正面出現 30 次至 45 次之機率為若干 ?

解 設 Xk 表第 k 次出現正面之值, 即若 Xk = 1 表示第 k 次出現正面, 若 Xk = 0 表示

第 k 次出現反面. 則依題意可設 X1, · · · , X100 為獨立且均具 B(1, p), p = 1/2, 而求

P{30 ≤ S100 ≤ 45} = ?

法 1. 利用計算機 P{30 ≤ S100 ≤ 45} =
45∑

x=30

(
100

x

)(1

2

)100

= 0.184083.

法 2. 利用 Laplace 定理之系 : 由於 n = 100, p = 1/2, 故 np = 50, npq = 25. 是以

P{30 ≤ S100 ≤ 45} ≈ Φ
(45 + 1

2
− 50√

25

)

− Φ
(30− 1

2
− 50√

25

)

= Φ(−0.9)− Φ(−4.1)

= 1− Φ(0.9)− 1 + Φ(4.1)

= 1− 0.815940− 1 + 0.999970, (查表或電腦 )

= 0.184030. �
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引理 7.5

設 {cn}n 為一複數序列且 lim
n→+∞

cn = k ∈ C, 則

lim
n→+∞

(

1 +
cn
n

)n

= ek. (∗)

證 令 A = {n ∈ N | cn = 0}, B = N \ A.

1◦ 若 A 為有限, 則存在 n0 使得 ∀n > n0, cn 6= 0, 是以

lim
n→+∞

(

1 +
cn
n

)n

= lim
n→+∞

exp
(

n · Ln
(

1 +
cn
n

))

= lim
n→+∞

exp
(

cn ·
Ln(1 + cn

n
)

cn
n

)

= exp
(

lim
n→+∞

cn ·
Ln(1 + cn

n
)

cn
n

)

= exp
(

lim
n→+∞

cn · lim
m→0

Ln(1 +m)

m

)

,
(

令 m =
cn
n

)

= exp
(

lim
n→+∞

cn ·
1

1+0

1

)

, ( l’Hospital 規則 )

= ek.

[註 ] 上式中之 Ln 乃為複數自然對數函數 (complex natural logarithm function).

2◦ 若 A 為無限, 則

k = lim
n→+∞

cn = lim
n∈A,n→+∞

cn = 0,

不論 B 是否為無限, (∗) 式之兩端顯然皆等於 1. �

定理 7.6 (Poisson 定理 )

設 ∀n ∈ N, 隨機變數 Xn 具 B(n, pn), 其密度函數為 fn, 次設隨機變數 Y 具 P (λ),

其密度函數為 g. 若 lim
n→+∞

npn = λ, 則

∀ x ∈ R, lim
n→+∞

fn(x) = g(x).

證 1◦ 若 x ∈ R \ Z+, 則 ∀n ∈ N, fn(x) = 0, 是以

lim
n→+∞

fn(x) = 0 = g(x).
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2◦ 若 x ∈ Z+ , ∀n ≥ x,

fn(x) =
n!

x!(n− x)!
pxn(1− pn)

n−x

=
n!

x!(n− x)!

(λn

n

)x(

1− λn

n

)n−x

, (令 λn = npn )

=
λx
n

x!

(

1− λn

n

)n

· 1 ·
(

1− 1

n

)

· · ·
(

1− x− 1

n

)

· 1
(

1− λn

n

)x

,

由引理 7.5 知

lim
n→+∞

(

1− λn

n

)n

= e−λ,

是以

lim
n→+∞

fn(x) =
λx

x!
· e−λ · 1x · 1

(1− 0)x
=

λx

x!
· e−λ = g(x). �

註 : 本定理之用途為, 當 n 很大而 p 很小時, 令 λ = np, 則
(
n

x

)

pxqn−x ≈ e−λ · λ
x

x!
, 內 x ∈ {0, 1, · · · , n},

簡言之, Poisson 分配可做為二項分配之近似值.

例 2. 若 X 具 B(100, 0.1), 試求 P{10 ≤ X ≤ 20} = ?

解 本題可利用電腦、 Poisson 定理或 Laplace 定理解之.

法 1. 利用電腦軟體 : (例如 Microsoft Excel 之函數 BINOMDIST )

P{10 ≤ X ≤ 20} =
20∑

x=10

(
100

x

)

0.1x0.9100−x = 0.5479007.

法 2. 利用 Poisson 定理以求其近似值. 令隨機變數 Y 具 Poisson 分配 P (λ), 其中

λ = 100× 0.1 = 10; f 與 g 分別為 X 與 Y 之密度函數. 則

P{10 ≤ X ≤ 20} =
20∑

x=10

f(x)

≈
20∑

x=10

g(x), ( Poisson 定理 )

= P{10 ≤ Y ≤ 20}

= P{Y ≤ 20} − P{Y ≤ 9}

= 0.99841174− 0.45792971, (查表或利用電腦 )

= 0.54058203.

法 3. 本題亦可利用 Laplace 定理以求其近似值, 讀者不妨參考例 1 自行求解之. �
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§ 7.2 收斂性

上一節中, 我們知道某些隨機變數序列, 當 n → +∞ 時, 其分配可能收斂於某函數. 此

外, 在 《高等微積分 》 中, 我們知道一函數序列亦可能有簡單 (點態) 收斂性及均勻收斂性, 因

此, 在機率論中乃發展出各種不同的收斂性. 我們將僅介紹其中較常用的部分, 有興趣者可參閱

Loève [11], Laha & Rohagi [10] 或 Chung [4], 當有更詳盡的介紹.

定義 7.7

設 {Xn}n 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數序列, X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, Fn 及 F

分別為 Xn 及 X 之分配函數.

(1) 我們稱序列 {Xn}n 殆必收斂於 X ({Xn}n converges a.s. to X ), 並記為

Xn
a.s.−→ X , 如果存在一零機率之事件 N 使得

∀ω ∈ Ω \N, lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω).

(2) 我們稱 {Xn}n 機率收斂於 X ({Xn}n converges in probability to X), 並記為

Xn
P−→ X , 如果

∀ ǫ > 0, lim
n→+∞

P{|Xn −X| < ǫ} = 1.

(3) 我們稱 {Xn}n 分配收斂於 X ({Xn}n converges in distribution to X), 並記

為 Xn
d−→ X , 如果

∀ x ∈ C(F ), lim
n→+∞

Fn(x) = F (x),

內 C(F ) = {x ∈ R | F 連續於點 x }.

(4) 我們稱 {Xn}n Lr 收斂於 X ({Xn}n converges in Lr to X), 並記為 Xn
Lr−→ X ,

(其中 r 為一正數 ), 如果

lim
n→+∞

E|Xn −X|r = 0.

(5) 如果 {Xn}n L1 收斂於 X 我們亦稱 {Xn}n 平均收斂於 X ({Xn}n converges in

mean toX). 如果 {Xn}n L2 收斂於 X 我們亦稱 {Xn}n 均方收斂於 X ({Xn}n
converges in quadratic mean to X).

註 : 我們之所以稱 {Xn}n Lr 收斂於 X , 是因為隨機變數集合

Lr =
{

X
∣
∣
∣ E|X|r < +∞

}
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為一向量空間, 當 r > 1 時, 於 Lr 上我們界定其範數 (norm) 為

‖ · ‖ : Lr → R+ : ‖X‖r = (E|X|r)1/r.

如此一來, Xn
Lr−→ X 相當於在賦範空間 (Lr, ‖ · ‖) 中, lim

n→+∞
Xn = X .

例 1. 設 Ω = [ 0, 1 ], P 為 Ω 上之 Lebesgue 測度, 若

Xn : Ω → R : Xn(ω) = ωn,

X : Ω → R : X(ω) = 0,

則顯然有 ∀ω ∈ Ω \ {1}, lim
n→+∞

Xn(ω) = 0 = X(ω). 因此, Xn
a.s.−→ X .

圖 7–3 �

例 2. 在本章第一節 Bernoulli 弱大數定律中, 我們知道 : 若 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具

B(1, p) 分配, Sn = X1 + · · ·+Xn, 則 ∀ ǫ > 0 ,

lim
n→+∞

P

{∣
∣
∣
Sn

n
− p

∣
∣
∣ ≥ ǫ

}

= 0.

換言之, 隨機變數序列 {Sn/n}n 機率收斂於退化之隨機變數 p. �

例 3. 設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具 N(0, 1) 分配. 由常態分配加法性定理之系知

Xn =
1

n

n∑

j=1

Xj 具 N(0, 1/n), 試證 : {Xn}n 分配收斂於 X = 0.

證 首先, X 之分配函數為

F : R → [0, 1] : F (x) =

{
0, 若 x < 0.

1, 若 x ≥ 0.

而 Xn 之分配函數為
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Fn(x) = P{Xn ≤ x}

= P{
√
nXn ≤

√
nx}

= Φ(
√
nx), (因

√
nXn ∼ N(0, 1) ).

故

lim
n→+∞

Fn(x) =







0, 若 x < 0,

1/2, 若 x = 0,

1, 若 x > 0,

顯然 ∀ x ∈ C(F ) = R∗, lim
n→+∞

Fn(x) = F (x). 是以 Xn
d−→ X . 參閱圖 7–4.

圖 7–4 �

例 4. 設 Ω = [0, 1], P 為 Ω 上之 Lebesgue 測度, 次設
{

A1 = (0, 1/2),

A2 = (1/2, 1),







A3 = (0, 1/4),

A4 = (1/4, 2/4),

A5 = (2/4, 3/4),

A6 = (3/4, 4/4),







A7 = (0, 1/8),

A8 = (1/8, 2/8),
...

A14 = (7/8, 8/8),

A15 = (0, 1/16),
...

圖 7–5

再設隨機變數 Xn = IAn
, ∀n ∈ N, 則

E|Xn| = E[Xn] = E[IAn
] = P (An) = 1/2m,
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如果 n = 2m + k − 2, ( k ∈ {1, 2, · · · , 2m} ). (參見下表 ),

m k n E[Xn]

1 1 2 + 1− 2 = 1 1/2

2 2 + 2− 2 = 2 1/2

2 1 22 + 1− 2 = 3 1/4

2 22 + 2− 2 = 4 1/4

3 22 + 3− 2 = 5 1/4

4 22 + 4− 2 = 6 1/4

3 1 23 + 1− 2 = 7 1/8

2 23 + 2− 2 = 8 1/8

...
...

...

8 23 + 8− 2 = 14 1/8

4 1 24 + 1− 2 = 15 1/16

...
...

...

顯然 lim
n→+∞

E|Xn| = 0. 是以 {Xn}n 平均收斂於 0. �

定理 7.8

在定義 7.7 中, 除分配收斂外, 其餘各收斂皆為殆必唯一.

證 我們將只證明殆必收斂之情形, 其餘部分讀者自證之. 若 Xn
a.s.−→ X 且 Xn

a.s.−→ Y , 我

們將證明 X = Y a.s. 由於存在零機率之事件 N1, N2 使得







∀ω ∈ Ω \N1, lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω),

∀ω ∈ Ω \N2, lim
n→+∞

Xn(ω) = Y (ω).

只需令 N = N1 ∪N2, 顯然 P (N) = 0, 且

∀ω ∈ Ω \N ⇒ ω ∈ ((Ω \N1) ∩ (Ω \N2))

⇒ lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω), lim
n→+∞

Xn(ω) = Y (ω)

⇒ X(ω) = Y (ω).

是以 X = Y a.s. �

部分初學之讀者對於殆必唯一 (a.s. unique) 與唯一 (unique) 感到困惑, 我們說明如下 :
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一、 在機率論中, 最常見之函數為隨機變數 (及隨機向量 ), 對於二隨機變數之關係我們只關心

其是否為 『殆必相等』, 而不問其是否相等, 因為對於 {X 6= Y } 6= ∅ 但其機率為 0 時,

以 『函數』 之觀點, 此二隨機變數並不相等, 但在 『機率論』 的角度, 不相等之事件 (集合)

之機率為 0, 表示此一差異毫無意義, 完全可以忽略, 因此在機率論中, 我們只要求 “殆必

如何” 就可以了. 同理, 當我們討論二隨機變數之大小, 也只關心是否 『X < Y a.s. 』 而

不關心是否 X < Y .

二、 集合論中, 「 滿足條件 C 之函數為唯一 」 表示 :
{

(1) 存在一函數 f 滿足條件 C;

(2) 若函數 g 滿足條件 C, 則 f = g;

機率論中, 「 滿足條件 C 之隨機變數為殆必唯一 」 表示 :
{

(1) 存在一隨機變數 X 滿足條件 C;

(2) 若函數 Y 滿足條件 C, 則 X = Y a.s.

以下我們將探討各種收斂性之間的關係, 其中有些較強有些較弱.

定理 7.9

隨機變數序列{Xn}n 殆必收斂於 X 充要條件為

∀ ǫ > 0, lim
n→+∞

P
( +∞⋃

m=n

{|Xm −X| ≥ ǫ}
)

= 0.

證 設

A =
{
ω ∈ Ω | lim

n→+∞
Xn(ω) = X(ω)

}

=
{
ω ∈ Ω | ∀ ǫ > 0, ∃n ∈ N, (∀m)(m ≥ n ⇒ |Xn(ω)−X(ω)| < ǫ)

}
,

D = Ω \ A, 則

D =
{
ω ∈ Ω | ∃ ǫ > 0, ∀n ∈ N, (∃m)(m ≥ n ∧ |Xn(ω)−X(ω)| ≥ ǫ)

}

=
⋃

ǫ>0

⋂

n≥1

⋃

m≥n

{|Xm −X| ≥ ǫ} =
⋃

ǫ>0

B(ǫ),

內 B(ǫ) = lim
n→+∞

⋃

m≥n

{|Xm −X| ≥ ǫ}, 是以

Xn
a.s.−→ X ⇔ P (A) = 1

⇔ P (D) = 0

⇔ ∀ ǫ > 0, P (B(ǫ)) = 0

⇔ ∀ ǫ > 0, P
(

lim
n→+∞

⋃

m≥n

{|Xm −X| ≥ ǫ}
)

= 0

⇔ ∀ ǫ > 0, lim
n→+∞

P
( +∞⋃

m=n

{|Xm −X| ≥ ǫ}
)

= 0. �
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定理 7.10

設 {Xn}n 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數序列, X 為 (Ω, F , P ) 上一隨機變數, 則

(1) Xn
a.s.−→ X ⇒ Xn

P−→ X ;

(2) Xn
Lr−→ X ⇒ Xn

P−→ X ;

(3) Xn
P−→ X ⇒ Xn

d−→ X ;

(4) 若 X 為一退化隨機變數, 則 Xn
P−→ X ⇔ Xn

d−→ X .

證 (1) 由定理 7.9 立即可得 Xn
a.s.−→ X ⇒ Xn

P−→ X .

(2) 由第四章基本不等式知,

0 ≤ P{|Xn −X| ≥ ǫ} = P{|Xn −X|r ≥ ǫr} ≤ E|Xn −X|r
ǫr

, ∀ ǫ > 0.

若 lim
n→+∞

E|Xn −X|r = 0, 顯然有

∀ ǫ > 0, lim
n→+∞

P{|Xn −X| ≥ ǫ} = 0.

亦即 Xn
Lr−→ X ⇒ Xn

P−→ X .

(3) 若 Xn
P−→ X , 由於

{|Xn −X| < ǫ} ∩ {Xn > x} = {−ǫ < X −Xn < ǫ, Xn > x}

⊂ {X > Xn − ǫ, Xn − ǫ > x− ǫ}

⊂ {X > x− ǫ},

是以

{X ≤ x− ǫ} ⊂ {|Xn −X| ≥ ǫ} ∪ {Xn ≤ x},

故

F (x− ǫ) = P{X ≤ x− ǫ}

≤ P{|Xn −X| ≥ ǫ}+ P{Xn ≤ x}

= P{|Xn −X| ≥ ǫ} + Fn(x),

應有

F (x− ǫ) ≤ lim inf
n→+∞

(P{|Xn −X| ≥ ǫ}+ Fn(x))

= lim inf
n→+∞

Fn(x).

同理可證

lim sup
n→+∞

Fn(x) ≤ F (x+ ǫ).
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是以

F (x− ǫ) ≤ lim inf
n→+∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→+∞

Fn(x) ≤ F (x+ ǫ).

令 ǫ → 0+, 因 x ∈ C(F ), 故

lim
ǫ→0+

F (x− ǫ) = lim
ǫ→0+

F (x+ ǫ) = F (x),

我們於是證得 ∀ x ∈ C(F ), lim
n→+∞

Fn(x) = F (x).

(4) 我們只需證明 : 若 X 為一退化隨機變數, 則 「Xn
d−→ X ⇒ Xn

P−→ X. 」

由於存在 c ∈ R 使得 X = c a.s., X 之分配函數應為

F : R → [0, 1] : F (x) =

{
0, 若 x < c,

1, 若 x ≥ c.

而且 ∀ ǫ > 0, ∀n ∈ N,

P{|Xn −X| < ǫ} = P{|Xn − c| < ǫ}

= P{c− ǫ < Xn < c+ ǫ}

= P{Xn < c+ ǫ} − P{Xn ≤ c− ǫ}

≥ Fn

(

c+
ǫ

2

)

− Fn(c− ǫ).

又因

lim
n→+∞

(

Fn

(

c+
ǫ

2

)

− Fn(c− ǫ)
)

= F
(

c+
ǫ

2

)

− F (c− ǫ) = 1.

故知

∀ ǫ > 0, lim
n→+∞

P{|Xn −X| < ǫ} = 1. �

例 5. 舉一例以說明陳述 “ Xn
Lr−→ X ⇒ Xn

a.s.−→ X” 不為真.

解 在例 4 中, 我們已知該隨機變數序列 {Xn}n 平均收斂於 0; 我們將證明 : Xn
a.s.−→ 0 不

成立. 參見例 4 及圖 7–5.

1◦ 若 ω ∈
{

0, 1,
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
, · · ·

}

, 例如 ω =
1

2n0
, 則 ∀n ≥ 2n0, Xn(ω) = 0,

是以 lim
n→+∞

Xn(ω) = 0.

2◦ 若 ω 6∈
{

0, 1,
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
, · · ·

}

, 我們可將 {An}n 分為以下各組 :

• 第一組 : A1 = (0,
1

2
), A2 = (

1

2
, 1),

(

長度各度各
1

2

)

;

• 第二組 : A3 = (0,
1

22
), A4 = (

1

22
,
2

22
), A5 = (

2

22
,
3

22
), A6 = (

3

22
, 1),

(

長度各度各
1

4

)

;
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• 第三組 : A7 = (0,
1

23
), · · · , A14 = (

7

23
, 1),

(

長度各度各
1

8

)

;

...

對第一組, ω 必屬於 A1 或 A2;

對第二組, ω 必屬於 A3, · · · , A6 四集合之一;

對第三組, ω 必屬於 A7, · · · , A14 八集合之一;
...

故序列 {Xn(ω)}n≥1 中有無限個 1 及無限個 0, 是以 lim
n→+∞

Xn(ω) 不存在.

由以上二點討論知,

{

lim
n→+∞

Xn = 0

}

=

{

ω ∈ Ω
∣
∣
∣ lim

n→+∞
Xn(ω) = 0

}

=

{

0, 1,
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
, · · ·

}

=

{
k

2m

∣
∣
∣ m ∈ N, k ∈ {0, 1, · · · , 2m}

}

,

其顯為可數, 是以

P

{

lim
n→+∞

Xn = 0

}

= 0.

因此 Xn
a.s.−→ 0 不成立. �

§ 7.3 中央極限定理

本章第一節中, 我們在跟隨機率論發展史的步伐時, 很清晰地發現, 為了解決二項分配中
(
n

x

)

pxqn−x 之近似值, 每隔一段時日, 就有很精釆的結果被發現, Laplace 定理便是其中之一,

此一結果利用第二節的觀念來闡釋, 則是

Sn − np√
npq

d−→ Y ∼ N(0, 1).

十九世紀末的機率與統計學者發現這種現象不僅存在於二項分配, 許多分配的樣本平均 Xn 經

過標準化之後, 其分配都和 N(0, 1) 很相似, 二十世紀初 Liapunov 已經能證明此一現象, 不過

到了 1922 年 Lindeberg 才以更弱的條件敘述出所謂的中央極限定理, 稍後, Lévy 則利用特徵

函數的方法予以證明, 其後 Feller 還有更進步更複雜的結果.

由於中央極限定理之證明的需要, 我們先介紹以下兩個準備定理.
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定理 7.11 (Lévy 連續性定理 )

設 ∀n ∈ N, Xn 為 (Ω, F , P ) 上之隨機變數, φn 為 Xn 之特徵函數.

(1) 若 {Xn}n 分配收斂於某隨機變數 X , 則 ∀ t ∈ R, lim
n→+∞

φn(t) = φX(t);

(2) 若 lim
n→+∞

φn(t) = φ(t), ∀ t ∈ R, 且 φ 連續於原點, 則存在一隨機變數 X 使得

Xn
d−→ X 且 φ = φX .

證 由於證明需要較深的 Hally-Bray 定理, 只好從略, 有興趣者 Loève [11] § 13. �

引理 7.12 (Polyà 引理 )

設 F 及 Fn 均為分配函數, ∀n ∈ N. 若 F 為連續且 ∀ x ∈ R, lim
n→+∞

Fn(x) = F (x),

則 {Fn}n 均勻收斂於 F .

證 我們將證明 :

∀ ǫ > 0, ∃n0 ∈ N, (∀n)(n ≥ n0 ⇒ ∀ x ∈ R, |Fn(x)− F (x)| < ǫ).

1◦ 由分配函數之性質知

∀ ǫ > 0, ∃α, β ∈ R, α < β 使得 F (α) < ǫ/2, F (β) > 1− ǫ/2.

此外, F 連續於區間 [α, β] 上, 故必為均勻連續, 亦即

∀ ǫ > 0, ∃ x1, · · · , xr, α = x1 < · · · < xr = β 使得 F (xj+1)− F (xj) < ǫ/2.

2◦ 由原設知 ∀ j ∈ {1, · · · , r}, lim
n→+∞

Fn(xj) = F (xj). 故

∀ ǫ > 0, ∃nj ∈ N, (∀n)(n ≥ nj ⇒ |Fn(xj)− F (xj)| < ǫ/2). (⋆)

令 n0 = max{n1, · · · , nr}, 我們將證明 :

∀n ≥ n0 ⇒ ∀ x ∈ R, |Fn(x)− F (x)| < ǫ.

21 若 x ∈ [α, β], 則存在 j ∈ {1, · · · , r − 1} 使得 x ∈ [xj , xj+1]. 故

Fn(x)− F (x) ≤ Fn(xj+1)− F (x)

≤ F (xj+1) +
ǫ

2
− F (x) , ( ∵ (⋆))

<
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ,

F (x)− Fn(x) = (F (x)− F (xj)) + (F (xj)− Fn(x))

<
ǫ

2
+ F (xj)− Fn(xj)

<
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ.

亦即 |Fn(x)− F (x)| < ǫ.
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22 若 x < α, 則

Fn(x)− F (x) ≤ Fn(α) ≤ F (α) +
ǫ

2
< ǫ;

F (x)− Fn(x) ≤ F (x) ≤ F (α) <
ǫ

2
.

亦即 |Fn(x)− F (x)| < ǫ.

23 若 x > β, 同理可證 |Fn(x)− F (x)| < ǫ. �

定理 7.13 [ Lindeberg-Lévy 中央極限定理 (Central limit theorem) 簡為 CLT ]

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具相同之分配, µ = E[X1], σ2 = Var X1 > 0, 均為

有限. 次設 ∀n ∈ N, Gn 為隨機變數
Xn − µ

σ

√
n 之分配函數, 內 Xn =

1

n

n∑

j=1

Xj .

則 {Gn}n 均勻收斂於 N(0, 1) 之分配函數 Φ.

註 : 若令 Sn =

n∑

j=1

Xj, 則因 Sn 之標準化與 Xn 之標準化相同, 本定理之意乃為

Sn − nµ√
nσ

=
Xn − µ

σ

√
n

d−→ N(0, 1),

但定理結論之均勻收斂性較上述簡單收斂性為強.

證 設 φn 為隨機變數
Xn − µ

σ

√
n 之特徵函數. 我們若能證明:

∀ t ∈ R, lim
n→+∞

φn(t) = exp
(

− t2

2

)

, (1)

則由 Lévy 連續性定理知,
Xn − µ

σ

√
n

d−→ N(0, 1), 亦即

lim
n→+∞

Gn(x) = Φ(x), ∀ x ∈ R.

又由 Polyà 引理知, {Gn}n 均勻收斂於 Φ. 為此, 令 Zj 為 Xj 之標準化, 即 Zj =
Xj − µ

σ
,

則

1◦ Z1, · · · , Zn, · · · 為獨立且均具相同之分配 ;

2◦ E[Z1] = 0, Var Z1 = 1 = E[Z2
1 ] ;

3◦
1√
n

n∑

j=1

Zj =
1√
n

n∑

j=1

Xj − µ

σ
=

nXn − nµ

σ
√
n

=
Xn − µ

σ

√
n .
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是以

φn(t) = φ
(Σn

1Zj)/
√
n
(t) = φΣn

1Zj

( t√
n

)

=
∏n

j=1 φZj

( t√
n

)

, ( ∵ Z1, · · · , Zn 為獨立 )

=
(

φZ1

( t√
n

))n

, ( ∵ Z1, · · · , Zn 具相同之分配 )

=
(

1− t2

2n
+ o

(t2

n

))n

, (見下面 [⋆] )

=
(

1 +
1

n

(

− t2

2
+ n · o

(t2

n

)))n

.

由於 ∀ t ∈ R,

lim
n→+∞

(

− t2

2
+ n · o

(t2

n

))

= lim
n→+∞

(

− t2

2
+

o( t
2

n
)

1
n

)

= − t2

2
,

利用引理 7.5, 得

lim
n→+∞

φn(t) = exp
(

− t2

2

)

.

[⋆] 由於 E[Z1] = 0, E[Z2
1 ] = 1, 知 φZ1

在原點為二階可微, 利用 《微積分》 之 Taylor

定理, φZ1
可展為

φZ1

( t√
n

)

= φZ1
(0) +

t√
n
φ′
Z1
(0) +

1

2!

( t√
n

)2

φ′′
Z1
(0) + o

(t2

n

)

= 1 +
t√
n
· i · E[Z1] +

t2

2n
· i2 · E[Z2

1 ] + o
(t2

n

)

= 1− t2

2n
+ o

(t2

n

)

.

(參見習題 5-12 ). �

系 7.14

設 {Xn}n 為獨立且均具相同之分配, µ = E[X1], σ2 = Var X1 > 0, 均為有限. 次設

∀n ∈ N, Sn =

n∑

j=1

Xj , 則 Sn 具漸近常態分配 N(nµ, nσ2), 意即 : 若 {an}n 為一實

數序列, 則

lim
n→+∞

(
P{Sn ≤ an} − P{Yn ≤ an}

)
= 0,

內 Yn 為具 N(nµ, nσ2) 之隨機變數.
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證 由於

|P{Sn ≤ an} − P{Yn ≤ an}|

=

∣
∣
∣
∣
P
{Sn − nµ√

nσ
≤ an − nµ√

nσ

}

− P
{Yn − nµ√

nσ
≤ an − nµ√

nσ

}
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
P
{Sn − nµ√

nσ
≤ a∗n

}

− P
{Yn − nµ√

nσ
≤ a∗n

}
∣
∣
∣
∣
,
(

其中 a∗n =
an − nµ√

nσ

)

= |Gn(a
∗
n)− Φ(a∗n)|, (Gn 見中央極限定理 )

≤ sup
x∈R

|Gn(x)− Φ(x)|.

但由中央極限定理知 Gn 均勻收斂於 Φ, 亦即 sup
x∈R

|Gn(x)−Φ(x)| → 0, 當 n → +∞, 故

證得,

lim
n→+∞

(
P{Sn ≤ an} − P{Yn ≤ an}

)
= 0. �

註 : (1) 本系之用途為 : 當 n 很大時, 我們可用 Φ(a∗n) 做為 P{Sn ≤ an} 之近似值. 當然,

若 an < bn, 則因

P{an < Sn ≤ bn} = P{Sn ≤ bn} − P{Sn ≤ an}.

所以我們可以 Φ(b∗n)− Φ(a∗n) 做為上述機率之近似值, 其中

a∗n =
an − nµ√

nσ
, b∗n =

bn − nµ√
nσ

.

(2) 如果我們比較 Laplace 定理之系, 與註 1 之結果, 我們不難發現二者有些差異. 設

X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具 B(1, p), 由 Laplace 定理之系知, ∀α, β ∈ {0, 1, · · · , n},

P{α ≤ Sn ≤ β} ≈ Φ
(β + 1

2
− np

√
npq

)

− Φ
(α− 1

2
− np

√
npq

)

,

由 CLT 之系, 則

P{α ≤ Sn ≤ β} = P{α− 1 < Sn ≤ β}

≈ Φ
(β − np√

npq

)

− Φ
(α− 1− np√

npq

)

,

二者雖然形式不同, 但均無錯誤. 只是當 n 不是很大時, 則前者之近似效果較後者為

佳.

例 1. (參閱第一節例 1 ) 連擲一公正之銅板 100 次, 試以中央極限定理求正面出現 30 至 45 次

之機率為若干 ?
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解 由 CLT 之系知, P{30 ≤ Sn ≤ 45} = P{29 < Sn ≤ 45} 之近似值為

Φ
(45− np√

npq

)

− Φ
(29− np√

npq

)

.

因 n = 100, p = q = 1/2, 故上述近似值為

Φ
(45− 50√

25

)

− Φ
(29− 50√

25

)

= Φ(−1)− Φ(−4.2)

= 1− Φ(1)− 0.000030

= 0.158625.

為了便於比較, 我們將第一節例 1 之結果與上述結果並列於下 :






以電腦直接計算 P{30 ≤ Sn ≤ 45} = 0.184083,

利用 Laplace 定理求得之近似值 = 0.184030,

利用中央極限定理求得之近似值 = 0.158625.

如果 n 非常大 ( 例如 10000 以上 ), 則中央極限定理所得之近似值當不至太差. 總之,

欲求二項分配之近似值仍以 Laplace 定理為佳, 有人稱 Laplace 定理之方法為連續性校

正 (continuity correction). �

例 2. 自區間 [ 0, 1 ] 中隨機抽取 48 數. 試問這 48 個樣本之平均小於 0.45 之機率為若干 ?

解 設 Xj 為第 j 次抽取所得之數. 則本題可視為 X1, · · · , X48 為獨立且均具 U(0, 1) 分配.

由題意, 我們應求 P{X < 0.45} =? 其中 X = (X1 + · · ·+X48)/48. 因 EX1 = 1/2,

Var X1 = 1/12 , 由中央極限定理知

P{X < 0.45} = P
{X − 0.5
√

1/12
·
√
48 <

0.45− 0.5
√

1/12
·
√
48
}

≈ Φ(−1.2)

= 1− Φ(1.2)

= 1− 0.884930, (查表或統計軟體 )

= 0.115070.

是以這 48 個樣本之平均小於 0.45 之機率為 0.115070. �

例 3. 設 X1, · · · , Xn 為獨立且均具 Cauchy 分配 C(0, 1). 試問其樣本平均 Xn 之絕對值小於

1 之機率為若干 ?

解 由於 Cauchy 分配之期望值不存在, 不可利用中央極限定理以求 P{|Xn| < 1} 之近似值.

已知 φX1
(t) = e−|t|, (第五章第二節例 6 ), 故

φX1+···+Xn
(t) = (e−|t|)n = exp(−n|t|),
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是以

φ
Xn

(t) = φX1+···+Xn

( t

n

)

= exp(−|t|).

此乃說明 Xn ∼ C(0, 1). 故所求之機率

P{|Xn| < 1} =
1

π

∫ 1

−1

dx

1 + x2
=

1

π
tan−1 x

∣
∣
∣

1

−1
=

1

π

(π

4
+

π

4

)

=
1

2
. �

§ 7.4 大數定律

在機率論的歷史中, 研究的重點之一是二項分配的近似值, 當 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且

均具 B(1, p) 時, 我們已知樣本平均 Xn 標準化之後與 N(0, 1) 十分接近而發展出所謂中央極

限定理. 另外一條研究路線則是, Xn 不加標準化而尋求其極限. 最早的定理是 Bernoulli 的弱

大數定律, (詳見定理 7.1 ). 二十世紀初有了一些重要進展, 首先, E. Borel 發現這種收斂可以

強些, 我們敘述如下 :

定理 7.15 [ Borel 強大數定律 (Strong law of large numbers) ]

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具 B(1, p) 分配之隨機變數序列, 次設

Sn = X1 + · · ·+Xn, Xn = Sn/n, 則 Xn
a.s.−→ p.

證 參閱 Loève [11], p.19. �

Bernoulli 弱大數定律說 : B(1, p) 的樣本平均 Xn 與 p 之差小於 ǫ 之機率的極限等於 1,

(其中 ǫ 為任意正數 ), 即

lim
n→+∞

P{|Xn − p| < ǫ} = 1.

但 Borel 強大數定律則直截了當地說 Xn 殆必收斂於 p. (換句話說, 樣本平均的極限就是 p ).

後來 Chebyshev 不等式出現了, 這種“大數”現象就從二項分配推廣到一般分配.

定理 7.16 [ Chebyshev 弱大數定律 (Weak law of large numbers) ]

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立之隨機變數序列, Sn = X1 + · · ·+Xn, 若 {Var Xn}n 為

有界, 則
Sn − ESn

n
P−→ 0.
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證 由原設知, 存在常數 c > 0, 使得 ∀j = 1, · · · , n, Var Xj ≤ c. 利用 Chebyshev 不等式,

∀ ǫ > 0,

P
{∣
∣
∣
Sn −ESn

n

∣
∣
∣ ≥ ǫ

}

≤
E
∣
∣
∣
Sn − ESn

n

∣
∣
∣

2

ǫ2
=

Var Sn

n2ǫ2

=
1

n2ǫ2

n∑

j=1

Var Xj

≤ c

nǫ2

令 n → +∞, 則得所欲證. �

系 7.17

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具相同之分配, 若 Var X1 < +∞, 則

Xn
P−→ µ = E[X1].

內 Xn 為 X1, · · · , Xn 之樣本平均.

定理 7.18 (Khintchine 弱大數定律 )

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具相同之分配, 若 µ = E[X1] 為有限, 則 Xn
P−→ µ.

證 由於常數隨機變數 µ 特徵函數為 eitµ, 故只需證明 Xn 之特徵函數 φn 收斂於 eitµ. 因為

φn(t) = φX1+···+Xn

( t

n

)

=
(

φX1

( t

n

))n

,

而 φX1
之一階 Maclaurin 展開式為 (習題 5-12 )

φX1
(t) = 1 + itµ+ o(t),

是以

φn(t) =
(

1 +
itµ

n
+ o

( t

n

))n

.

仿照中央極限定理之證法, 我們可證得 lim
n→+∞

φn(t) = eitµ. �

如果我們仔細比較上述兩個弱大數定律 (WLLN) :

1◦ Khintchine’s WLLN 並未較 Chebyshev’s WLLN 為廣, 因為 Khintchine’s WLLN 之

前提為 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具相同之分配; 但 Chebyshev’s WLLN 之前提並不

需要各 Xn 具相同之分配.

2◦ Chebyshev’s WLLN 亦未較 Khintchine’s WLLN 為廣, 因為 Khintchine’s WLLN 之

前提不需要 {Var Xn}n 為有界.
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3◦ 如果已知 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具相同之分配, 則 Khintchine’s WLLN較 Cheby-

shev’s WLLN 為廣.

在這一切的發展中, 大家都期待 Khintchine 和 Borel 大數定律有個共同的推廣結果, 即

Xn
a.s.−→ µ = EX1.

此一願望終被 Kolmogorov 所實現. 由於證明所需要之技巧十分繁複而準備定理很多, 我們只

能敘述這個世紀性的定理.

定理 7.19 [ Kolmogorov 強大數定律 (Strong law of large numbers) ]

設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具相同之分配, 則

X1 為可積 ⇔ Xn
a.s.−→ µ.

此時, µ = E[X1].

證 參閱 Loève [11], §17. �

⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢⌣⌢
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第七章 習 題

7-1 將一公正之骰連擲 30 次, S30 表出現點數之總和, A = {90 < S30 < 120}.
(1) 試求 S30 之期望值及變異數 ;

(2) 利用 Chebyshev 不等式, 試問 A 之機率至少為若干 ?

(3) 利用中央極限定理, 試求 A 之機率之近似值 ;

(4) 除中央極限定理之外, 尚有什麼方法可求出 P (A) ?

7-2 設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, {An}n 為一事件序列且 lim
n→+∞

An = A, 試證 : IAn

a.s.−→ IA,

(內 IA 為 A 之指標函數. )

7-3 設隨機變數 Xn, n ∈ N, 之分配函數為

Fn : R → [0, 1] : Fn(x) =







0, 若 x ≤ −n,

x+ n

2n
, 若 −n < x < n,

1, 若 n ≤ x.

(1) 試問 {Fn}n 之點態極限 (pointwise limit) lim
n→+∞

Fn 是否為一分配函數 ?

(2) 試問 {Xn}n 是否分配收斂於某隨機變數 X , 若是, 寫出 X 之分配函數; 若否, 敘述

其理 .

7-4 (1) 若 X 具 N(0, σ2), 試求 E|X| = ?

(2) 設 X1, · · · , Xn, · · · 為獨立且均具相同之分配 N(µ, σ2), 利用 (1) 之結果, 證明 Xn

平均收斂於 µ .

7-5 若 Xn
P−→ X , 證明 : X 為殆必唯一; 意即 : 若 Xn

P−→ X 且 Xn
P−→ Y , 則 X = Y

a.s.

7-6 將一公正之錢幣連擲 100 次, S 表出現正面之總次數.

(1) 利用 Chebyshev 不等式以求最小之整數 N 使得 P{|S − 50| ≤ N} ≥ 0.95 ;

(2) 利用 Laplace 定理以求最小之整數 N 使得 P{|S − 50| ≤ N} ≥ 0.95 .

7-7 自區間 [ 0, 1 ] 中隨機抽取 n 個數, 平均之, 欲使此平均數在區間 [ 0.49, 0.51 ] 之間的機

率為 0.95 以上, 試問 n 至少為若干 ?
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7-8 設 ∀ n ∈ N , 隨機變數 Xn 之密度函數為

fn : R → [0, 1] : fn(x) =







1

n
, 若 x ∈ {1/n, 2/n, · · · , 1},

0, 否則;

次設 X 具 U(0, 1).

(1) 直接利用分配收斂之定義, 證明 : Xn
d−→ X ;

(2) 利用 Lévy 連續性定理, 證明 : Xn
d−→ X .

7-9 若 Xn
a.s.−→ X 且 Yn

a.s.−→ Y , 證明 : Xn + Yn
a.s.−→ X + Y .

7-10 設 A = [ 0, 1 ], B = [ 0, 2 ], 今以放回方式輪流自 A 與 B 中取數, 即第一次自 A 中取

一數, 第二次自 B 中取一數, 第三次自 A 中取一數, . . . .

(1) 試問這些樣本之平均 Xn 是否為殆必收斂 ?

(2) 利用中央極限定理以求 P{0.7 < Xn < 0.8} 之近似值 .

7-11 在中央極限定理之前提下, 若 a 為一常數, 試證 :

lim
n→+∞

P{Sn ≤ a} =







0, 若 µ > 0,

1/2, 若 µ = 0,

1, 若 µ < 0.

7-12 試證 : lim
n→+∞

e−n

n∑

k=0

nk

k!
=

1

2
.

[提示 ] 應用中央極限定理於 Poisson 分配, Xj ∼ P (1) .

7-13 設 Xn 具 Poisson 分配 P (n), 其中 n ∈ N.

(1) 試證 :
Xn

n
P−→ 1 ;

(2) 試求序列 {an}n, {bn}n 以使
Xn − an√

bn

d−→ N(0, 1) .

7-14 有一袋子, 內置十球, 分別標以 0, 1, · · · , 9, 今以“放回”方式隨機抽取 100 個, 試求其平

均數 X 大於 4.75 之機率.

7-15 利用 Lévy 連續性定理證明 : 若 Xn ∼ B(n, pn), lim
n→+∞

npn = λ, Y ∼ P (λ), 則

Xn
d−→ Y .
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答 案 與 提 示

第 一 章

1-1 (1) 隨機; Ω = {0, 1, 2, · · · };
(2) 隨機; Ω = {有, 無};
(3) 命定;

(4) 隨機; Ω = (0, +∞), (單位 : 小時);

(5) 隨機; Ω = (0, +∞), (單位 : 分);

(6) 命定.

1-3 Ω = {(H,H), (H, T ), (T, 1), (T, 2), (T, 3), (T, 4), (T, 5), (T, 6)};
P{(H,H)} = P{(H, T )} = 1

4
, P{(T, n)} = 1

12
, n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

1-4 三集合之聯集之人數應為 60 人.

1-5 (1) Ω = [0, 3]× [0, 3] ;

(2) 5/9 .

1-6 F1 = P(Ω), F2 = {∅, Ω}, F3 = {∅, {1}, {2, 3, 4}, Ω} .

1-7 先將 Ω 化為四個集合之互斥聯集. 再以之產生 σ 域.

1-8 交集為一 σ 域, 但聯集則未必.

1-9 利用產生 σ 域之定義.

1-10 (1) 利用 (−∞, a− 1/n], n ∈ N, 聯集之.

(2) 利用 1-9 題.

1-11 利用矛盾證法.

1-12 lim supAn = [−1, 1], lim inf An = {−1}.

1-13 (1) 利用定理 1.10;

(2) 利用定理 1.10;

(3) 例如 : A2n−1 = B2n = [0, 1], A2n = B2n−1 = (1, 2].

1-14 利用定理 1.11;

1-15 利用上下極限之定義及 De Morgan 定律.

1-16 lim supAn = A ∪B, lim inf An = A ∩B. 若 A = B 則極限存在.

1-17 證明非 σ 域時, 考慮奇數所成之集合.

1-18 利用 P 之有限加法性.

1-19 利用機率測度之定義.

1-20 (1) Ω1 = [−r, r], F1 = {B ∩ Ω1 | B ∈ B}, P1 : F1 → [0, 1] : P1(B) = λ(B)/(2r).
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1-21 (1) 利用數學歸納法;

(2) 考慮 A1 ∩ A2 之餘集之機率;

(3) 利用 (1) 及P 之連續性.

1-22 利用 1.21(1) 題之觀念, 證明餘集之機率為 0.

1-23 1/4; 1/17.

1-24 0.625.

1-25 因為 A ∩ B ∩ C = ∅.

1-26 先求 P (A ∩B), P (A), P (B).

1-27 考慮 ∪Aj 之餘集的機率.

1-28 (1) 證明 P (B ∩ (A1 ∪ A2)) = P (B)P (A1 ∪ A2).

(2) 舉一反例.

第 二 章

2-1 是.

2-2 sin(ω) + cos(ω) =
√
2 sin(ω + π

4
).

2-3 利用 X+ 及 X− 之定義.

2-4 討論對等關係三條件.

2-5 考慮 |X − Y | ≤ |X − Z|+ |Y − Z|.

2-6 考慮 σ 域定義.

2-7 (1) Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}2, P{(a, b)} = 1/36;

(2) 考慮 {X = j} 之基數;

(3) f : R → [0, 1] : f(x) =







6− |x|
36

, 若 x ∈ X(Ω),

0, 否則,

(4) 13/36.

2-8 (2) 左連續.

2-9 1− 62 p61(1− p)− p62, p = 0.75.

2-10 0.9920, 1− 0.9920 − 20× 0.01× 0.9919.

2-11 否.

2-12 0.658.

2-13 利用 F 之二階導函數.
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2-14 (1) 利用 PX 之定義;

(2) 利用 FX 之定義.

2-15 將 L 化為 a 之函數, 然後以導數方法證之.

2-16 (1) X ∼ B(1, 0.5);

(2) 未必;

(3) 0.674.

2-17 證明左右兩端等於 (1− p)m+1.

2-18 fY (−1) = 2/15, fY (0) = 1/3, fY (1) = 8/15.

2-19 fY (0) = 0.24022, fY (1) = 0.63541, fY (2) = 0.12457.

2-20 分為 y < 0, 0 ≤ y ≤ 1, 1 ≤ y 三種情況, 以分配函數之定義討論之.

2-21 利用變換公式.

2-22 fY (y) =

{
λe−λ(y−c), 若 y > c,

0, 若 y ≤ c.

2-23 (1) FY (y) =







0, 若 y < −3,

FX(y)− 0.002339, 若 −3 ≤ y < 0,

FX(y) + 0.07865, 若 0 ≤ y < 3,

1, 若 3 ≤ y.

2-24 (1) 57.62%, (3) 0.1323.

第 三 章

3-1 全部是.

3-2 皆是.

3-3 Y ∼ B(1, 1/2).

3-4 (1) 10; (2) 11/96.

3-5 意義相同但 fX 定義於 R2 上, fX 定義於 R 上.

3-6 利用 P 之連續性.

3-7 (1) 考慮
(

z ≤ x 且 z ≤ y ⇔ z ≤ min{x, y}
)

.

(2) (3)
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3-8 注意 : F (x, y) ≤ FX(x), F (x, y) ≤ FY (y).

3-9 G = 0 及 H = 0 皆不可能.

3-10 (1) fX,Y : R2 → [0, 1] : fX,Y (x, y) =







1

10x
, 若 (x, y) ∈ A,

0, 否則,
其中 A = {(x, y) ∈ N2 | 1 ≤ y ≤ x ≤ 10}.

(2) f(x|3) =
{
0.6998/x, 若 x = 3, 4, · · · , 10,
0, 否則.

3-11 (1) 2;

(2) 將定義域分為三區 : 0 ≤ x ≤ y, 0 ≤ y ≤ x 及其餘, 再討論 F (x, y) 之值;

(4) fY (y) =

{
2e−y − 2e−2y, 若 y > 0,

0, 否則;

fX(x) =

{
2e−2x, 若 x > 0,

0, 否則;

(5) f(x|y) =
{
e−x(1− e−y)−1, 若 0 ≤ x ≤ y,

0, 否則.

3-12 (1) 1/8 ;

(2) f(x|y) =
{
3(y2 − x2)(4y3)−1, 若 −y < x < y,

0, 否則.

3-13 3/4.

3-14 (1)
t 1 3 4 其他

fT (t) 5/42 10/42 27/42 0

(2)
u –4 –1 0 1 3 4 12 其他

fU(u) 5/42 2/42 5/42 2/42 10/42 5/42 13/42 0

(3)
v –4 –3 –1 0 2 其他

fV (v) 4/42 10/42 14/42 4/42 10/42 0

3-15 利用 Stirling 公式 Γ(x) ∼
√
2π · e−xxx−0.5.

3-17 (1) fZ(z) =

{− ln z, 若 0 < z < 1,

0, 否則.

(2) fU(u) =

{
2u, 若 0 < u < 1,

0, 否則.

第 四 章
4-1 仿二項分配.

4-2 仿二項分配.

4-3 (1) 證明
∫

R
f(x) dx = 1.

(2) 利用 gamma 函數.

4-4 E[Xn] =
(n− α− 1)(n− α− 2) · · ·α

(n+ α + β − 1)(n+ α + β − 2) · · · (α + β)
.
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4-5 (1) 先將 EX 分為

∫ 0

−∞
x dF (x) +

∫ +∞

0

x dF (x), 再以分部積分討 論之.

4-6 (1) a; (2) ln 2.

4-7 (1) P{X = j} =

(
4
j

)(
6

3−j

)

(
10
3

) ; (2) 48.

4-8 50 +
16√
2π

.

4-9 仿第三節 G(α, β) 分配之期望值.

4-11 (3) 證明 |X − a+b
2
| ≤ b−a

2
, 再利用 (1);

(4) 甚難, 先證 X ∈ {a, b} a.s.

4-12 (2) X = 1.

4-14 0.22.

4-15 令 Y 為 X 之標準化, 先證 :

∫ +∞

−∞
y2f(y) dy > 2

∫ +∞

k

y2f(y) dy, 再討論之.

4-16 不存在.

4-17 只需證明標準二元常態分配之情形.

4-18 提示 : E[IA] = P (A).

4-19 E(X | Y = y) =
2

3
+

1

18y − 24
.

4-20 (2) (6 + 20y0 + 15y20)25
−1(3 + 4y0)

−2.

4-21 利用定理 4.3.

4-22 (1) 1/p.

(2) P{N = x} = qx−1p, ∀x ∈ N;EN = 1/p.

第 五 章

5-1 考慮 |Z| ≤ |X|+ |Y |.

5-2 左右兩端皆為
√
1 +m2 E|X|.

5-3 (1) φ(t) =







eitβ − eitα

it(β − α)
, 若 t 6= 0,

1, 若 t = 0;

(2) pr(1− qeit)−r;

(3)
λeitα

λ− it
.

5-4 eitµ−|σt|, iµ− σ, iµ+ σ.

5-5 f(x) =







1− cosx

πx2
, 若 x 6= 0,

1/(2π), 若 x = 0.

5-6 利用唯一性定理.
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5-7 exp(tµ+ 1
2
σ2t2).

5-8 先證 |eit − (1 + it)| ≤ t2/2, 再以 tX 代 t, 取 E 即可.

5-9 0.7668.

5-10 E[X ] = 1, Var X = 0.5, C(X, Y ) = 1/6.

5-11 證明 φY (t) = (1− 2it)−1/2.

5-12 將 φ(t) 分為實數部分與虛數部分, 再分別以 Taylor 定理討論之.

5-13 證明 φY (t) =







eit − 1

it
, 若 t 6= 0,

1, 若 t = 0.

第 六 章
6-1 [提示 ] I−1

A (B) = {∅,Ω, A, ∁A}.

6-2 (2) 在 fX(x) > 0 的情形下.

6-3 (1) F (x, y) x < 0 0 ≤ x < 1 1 ≤ x

y < 0 0 0 0

0 ≤ y < 1 0 qy y

1 ≤ y 0 q 1

(2) 為連續型, 但不為絕對連續型.

6-4 (1) 1; (2) 是.

6-5 (1) qx; (2) FZ(z) =

{
1− q2(z+1), 若 z ∈ Z+,

0, 否則.

6-7 利用系 6.14.

6-8 (1) exp(2itµ− 2σ|t|);
(2) 與 X 相同.

6-9 [提示 ] z ∈ C 時, |z|2 = z · z̄;

6-10 [提示 ] eisX 展為 cos sX + i sin sX , eitY 仿之.

6-11 利用 5-3 題 φj(t) = pr(1− qeit)−rj .

6-12 25/36.

6-13 1/4.

第 七 章
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7-1 (1) 105, 87.5; (2) 0.6111; (3) 0.8784; (4) 利用電腦.

7-2 應分 ω ∈ A 及 ω ∈ ∁A 二情形討論之.

7-3 (1) lim
n→+∞

Fn(x) =
1
2
, ∀x ∈ R, 不一分配函數.

(2) 不為分配函數收斂.

7-4 (1) σ
√

2/π;

(2) 先求 E|Xn − µ|.

7-5 考慮 |X − Y | ≤ |Xn −X|+ |Xn − Y |.

7-6 (1) 22; (2) 10.

7-7 3202.

7-8 (1) 當 0 < x < 1 時, Fn(x) =
[nx]

n!
; 取極限;

(2) 應分 t 6= 0 及 t = 0 二情形討論之.

7-9 取 N = N1 ∪N2, 內 P (N1) = P (N2) = 0.

7-10 (1) Xn
a.s.−→ 0.75;

(2) 0.7267.

7-13 (1) 利用 Chebyshev 不等式.

(2) an = bn = n.

7-14 0.192.

7-15 令 λn = npn 於 B(n, pn) 之特徵函數內, 再利用引理 7.5.
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附錄一 排列與組合

所謂組合分析 (combinatorial analysis) 乃數學之一支, 其研究之界限並不十分清晰, 但討

論之主題乃為在某些特定規則下, 考慮某些事物排列組合的方法數目及其相關的機率問題.

本書中所需之組合分析乃為最基本之部分, 即可重複及不重複之排列與組合之問題, 其應

用對象多半為有限之樣本空間.

定理 A.1

設某一工作 T 之完成係由二件互不關聯的子工作 T1 及 T2 而組成 , 若 T1、T2 分別

有 n1、n2 種方法以執行, 則完成 T 的方法數為 n1 × n2.

證 對於 T1, 若我們執行其中之一種方法, 則由於 T2 有 n2 種方法, 故完成 T 有 n2 種方法;

但 T1 有 n1 種方法以執行之, 是以總共有 n1 × n2 種方法以執行工作 T . �

系 A.2

設某一工作 T 之完成係由 k 件互不關聯的子工作 T1, T2, . . . , Tk 而組成 , 若 Tj 有

nj 種方法以執行, 內 j ∈ {1, 2, . . . , k}, 則完成 T 的方法數為
∏k

j=1 nj.

證 利用數學規納法及定理 A.1, 讀者自證之 . �

在討論機率問題時, 我們常遭遇到某一含有 n 個元素之集合 (母群體), 而欲自其中取出 k

個元素, 這種從有限 (或無限) 母群體抽取元素的過程稱為抽樣 (sampling); 如果抽樣時, 每一

元素被抽取的機會相等, 而且事前並不知悉, 則稱此種抽樣為隨機抽樣 (random sampling), 此

時, 被抽得之 k 個元素稱為一大小為 k 之隨機樣本 (random sample of size k). 抽樣過程有二

個主要方法, 其一為每抽取一個, 記錄後放回, 再抽, 直至 k 個元素 (其中可能有相同者 ), 此即

所謂“放回之抽樣” (sampling with replacement); 另一為每次抽取一個, 不再放回, 繼續抽至

k 個為止, 此即所謂“不放回之抽樣” (sampling without replacement).

不論放回與否, 如果我們將所得之樣本, 依其抽出之次序加以排列, 則稱此種樣本為有序

(ordered), 一個有序樣本又稱為一排列 (arrangement), 如果抽得之樣本不考慮其先後之次序,

則稱為無序 (unordered), 一個無序樣本又稱為一組合 (combination), 因此, 就樣本型態而言,

有以下四種情形 :
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(1) 放回之有序樣本, (常稱其為重複排列);

(2) 放回之無序樣本, (常稱其為重複組合) ;

(3) 不放回之有序樣本, (常稱其為排列樣本) ;

(4) 不放回之無序樣本 , (常稱其為組合樣本).

定理 A.3

設有 n 個球, 分別標以 1 至 n 號 (或 n 件相異物品 ), 自其中取出一大小為 k 之樣本,
則
(1) 不放回之有序樣本共有 Pn,k = n(n− 1) · · · (n− k + 1) 種, 內 k ≤ n ;

(2) 不放回之無序樣本共有 Cn,k =

(
n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
種, 內 k ≤ n ;

(3) 放回之有序樣本共有 nk 種 ;

(4) 放回之無序樣本共有 Hn,k =

(
n+ k − 1

k

)

種 .

證 (1) 抽取第一球有 n 種情形, 第二球有 n− 1 種情形, · · · , 第 k 球有 n− k+ 1 種情形,

由系 A.2 知共有 n · (n− 1) · · · (n− k + 1) 種不同樣本.

(2) 由於不放回之緣故, 每一樣本內之元素均不相同, 排列之, 共有 k! 個不同情況, 亦即

Pn,k = Cn,k × k! ; 移項之, 得

Cn,k =
Pn,k

k!
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n!

(n− k)!k!
.

(3) 抽取每一球均有 n 種不同方法, 故抽取 k 個球共有 nk 種方法.

(4) 設 「甲方法」 為

除原有 1 至 n 號球外, 另加入 k − 1 個球分別標以

n+ 1, n + 2, · · · , n + k − 1.

今由 n+ k − 1 個球, 以不放回方式抽取一大小為 k 之無序樣本, 若所得之球為 1

至 n 號, 仍以原號稱之; 若抽得 n+ 1 號, 則以該樣本中最小數再稱之, (此最小數

必介於 1 與 n 之間 ); 若抽得 n+ 2 號, 則以該樣本中次小數再稱之; (註 : 若

n+ 1 號已被抽取, 先化為最小數, 此時最小數有二個, 則 n+ 2 號亦應化為該最小

數 ). 依此類推, 若抽得 n + k − 1 號, 則該樣本中其他各數中最大者再稱之, (亦介

於 1 至 n ).

令集合

A = {(a1, · · · , ak) | (a1, · · · , ak) 為甲方法之無序樣本};

B = {(a1, · · · , ak) | (a1, · · · , ak) 為放回之無序樣本};
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顯然 A ⊂ B, 且 B ⊂ A, 是以

Hn,k = #B = #A =

(
n+ k − 1

k

)

. �

註 : 關於二項係數

(
n

k

)

之符號, 常見的有 C(n, k), Cn,k, Ck
n, Cn

k , kCn 等, 但近年來,

絕大部分的數學家均採用

(
n

k

)

(讀為 n choose (取) k ). 此外, 二項係數亦可略加推

廣如下 : 設 a ∈ R, k ∈ Z 我們規定

(
a

k

)

=

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

a · (a− 1) · · · (a− k + 1)

1 · 2 · · · k , 若 k 為正整數,

1, 若 k = 0,

0, 若 k 為負整數.

例如 :

(
5

2

)

= 10,

(
2

5

)

= 0,

(
3

0

)

= 1,

(
π

0

)

= 1,
(−e

2

)

=
(−e)(−e− 1)

2
= e · (e+ 1)

2
,

(
π

−1
)

= 0.

定理 A.4 (二項係數之性質 )

(1) 若 n ∈ Z 且 n ≥ k ≥ 0, 則

(
n

k

)

=

(
n

n− k

)

;

(2) 若 n 為非負整數, 則 2n =

(
n

0

)

+

(
n

1

)

+ · · ·+
(
n

n

)

;

(3) 若 k 為非負整數, 則

(−1
k

)

= (−1)k,
(−2

k

)

= (−1)k(1 + k) ;

(4) 若 k > n 且二數皆為非負整數, 則

(
n

k

)

= 0 ;

(5) ∀ a ∈ R, ∀ k ∈ Z,

(
a

k − 1

)

+

(
a

k

)

=

(
a+ 1

k

)

;

(6) ∀m,n ∈ Z+, ∀ r ∈ {0, 1, · · · ,m+ n},
(
m+ n

r

)

=
r∑

j=0

(
m

j

)(
n

r − j

)

.

證 (1) 易明.

(2) 對於實數 x 與 y , 我們已知

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)

xkyn−k.

令 x = y = 1, 則得
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2n = (1 + 1)n =

n∑

k=0

(
n

k

)

=

(
n

0

)

+

(
n

1

)

+ · · ·+
(
n

n

)

.

(3) 若 k = 0 二等式顯然成立.

若 k ∈ N, (−1

k

)

=
(−1) · (−2) · · · (−1− k + 1)

k!
= (−1)k

(−2

k

)

=
(−2) · (−3) · · · (−2− k + 1)

k!

= (−1)k
(k + 1)!

k!
= (−1)k(1 + k).

(4) 易明.

(5) 若 k ≤ 0 等式顯然成立, 故只需證 k ∈ N 之情形.

(
a

k − 1

)

+

(
a

k

)

=
a · (a− 1) · · · (a− k + 2)

(k − 1)!
+

a · (a− 1) · · · (a− k + 1)

k!

=
a · (a− 1) · · · (a− k + 2)

(k − 1)!

(

1 +
a− k + 1

k

)

=
(a+ 1) · a · (a− 1) · · · (a− k + 2)

k!

=

(
a + 1

k

)

.

(6) 由於






(x+ 1)m =

m∑

k=0

(
m

k

)

xk

(x+ 1)n =
n∑

i=0

(
n

i

)

xi

⇒ (x+ 1)m+n =
( m∑

k=0

(
m

k

)

xk
)( n∑

i=0

(
n

i

)

xi
)

=
( +∞∑

k=0

(
m

k

)

xk
)( +∞∑

i=0

(
n

i

)

xi
)

, [⋆]

⇒
m+n∑

r=0

(
m+ n

r

)

xr =

+∞∑

r=0

crx
r,

[

內 cr =

r∑

j=0

(
m

j

)(
n

r − j

)]

⇒
m+n∑

r=0

(
m+ n

r

)

xr =

m+n∑

r=0

crx
r, ( ∵ r > m+ n ⇒ cr = 0 )

⇒
(
m+ n

r

)

=
r∑

j=0

(
m

j

)(
n

r − j

)

, (比較 xr 係數. )

[⋆] k > m ⇒
(
m

k

)

= 0. �
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定理 A.5

設有 m 個彼此相異之球, 欲放在 r 個盒子內.

(1) 若每盒不限數量, 則有 rm 種不同放法;

(2) 若規定第 j 盒放 nj 個, 內 j = 1, · · · , r, n1 + · · ·+ nr = m, 則有

(
m

n1, · · · , nr

)

=
m!

n1!n2! · · · nr!
種不同放法.

證 (1) 由於

第一球有 r 種不同放法,

第二球有 r 種不同放法,
...

第 m 球有 r 種不同放法,

由定理 A.1 知, 共有 N = r · · · r = rm 種不同放法.

(2) 由於

第一個盒子有

(
m

n1

)

種不同放法,

第二個盒子有

(
m− n1

n2

)

種不同放法,

...

第 r 個盒子有

(
m− n1 − · · · − nr−1

nr

)

種不同放法,

故有

N =

(
m

n1

)(
m− n1

n2

)

· · ·
(
m− n1 − · · · − nr−1

nr

)

=
m!

n1!n2! · · ·nr!
=

(
m

n1, · · · , nr

)

種不同放法. �

定理 A.6

設有 m 個相同之球, 欲放置在 r 個盒子內.

(1) 若每盒不限數量, 則有

(
m+ r − 1

m

)

種不同放法 ;

(2) 若每盒不限, 但不空, 則有

(
m− 1

r − 1

)

種不同放法 .
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證 (1) 設 r 個盒子內可由 r + 1 支棍子 (含兩端) 所圍成, 將兩端棍子固定, 則共有 m 個

“©”(球) 及 r − 1 支 “ | ”(棍子).

例如 : m = 5, r = 4, 則以下是一些排法:

| ©© | ©© | © | |,
(第一盒, 第二盒各二個, 第三盒一個, 第四盒不放 ),

| ©© | ©©© | | |,
(第一盒放二個, 第二盒放三個, 第三盒及第四盒不放 ).

棍子與球共有 m+ r − 1 個, 其任何一種橫排列乃為所需之一種放法, 利用定理

A.3 之(2), 顯然有

(
m+ r − 1

m

)

種不同放法.

(2) 先將球排為一橫列, m 個球有 m− 1 個間隔, 若欲分為 r 個部分且每一部分皆不為

空, 則僅需將 r − 1 支棍子分別放入 m− 1 個間隔, 每一間隔至多放一支棍子, 故

有

(
m− 1

r − 1

)

種不同放法. �

註 : 本定理之(1) 亦可利用定理 A.3 證明之. 雖不見得更容易, 但至少可以了解二者之關係.

先將 r 個盒子編號為 1 至 r 號. 若將 r 個號碼以回方式自其中取出一大小為 m 之

無序樣本. 且當樣本中第 j 號每出現一次, 則將一球放入第 j 號盒子. 例如, m = 5,

r = 4, 一樣本為 (1, 1, 3, 4, 4) 時, 則一號盒子放二球, 三號盒子放一球, 四號盒子放二球,

二號盒子無球, 即為

| ©© | | © | ©© | .

這種放法的總數與 m 球放進 r 個盒子的方法數, 顯然相等; 前者, 由定理 A.3 知, 於 r

個號碼以放回方式自其中取出一大小為 m 之無序樣本, 則共有

(
r +m− 1

m

)

種方法.

定理 A.7

設有 m 個球大小相同, 其中 n1 個球為第一色, n2 個球為第二色, · · · , nr 個球為第 r

色, n1 + · · ·+ nr = m, 則此 m 個球共有

(
m

n1, · · · , nr

)

種不同排列方法.

證 設排列方法數為 N 對於每一種固定排法, 若第一色之球視為相異 (例如加以編號), 則有

n1! 種不同排列法, · · · , 若第 r 色之球視為相異, 則有 nr! 種不同排列法, 但 m 個球均相

異之排列法有 m! 種, 是以

m! = N · n1! · · ·nr!,

故

N =
m!

n1! · · ·nr!
=

(
m

n1, · · · , nr

)

. �
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附錄二

定理 B.1

設 P(R) 表 R 之冪集合, B 表一維 Borel field, M 表一維 Lebesgue 可測集合所成
之集合, 則
(1) M 為 P(R) 之真子集 ;

(2) B 為 M 之真子集 .

證 (1) 換言之, 在 R 內存在某集合, 不為 Lebesgue 可測; 很多 《 實變函數論 》 之書籍均

有此一定理及詳細之證明, 如 Royden [15] 第三章或 Wheeden & Zygmund [17]

3.38 定理. 在網路搜尋網站中鍵入 non-measurable set, 亦可找到許多資料. 由於

證明冗長, 故予省略.

(2) 設 K 為 Cantor 三進點集, 集合 Dk, D 及函數 F 見第二章第六節, 次令 µ 為

Lebesgue 測度.

g : [0, 1] → R : g(x) = F (x) + x.

則 g 為遞增連續且 g[0, 1] = [0, 2], 因

µ(g(D)) =

+∞∑

k=1

µ(g(Dk)) =

+∞∑

k=1

µ(Dk) = 1

是以 µ(g(K)) = 2− µ(g(D)) = 1 > 0. 取 A 為 g(K) 之 Lebesgue 不可測子集,

則 B = g−1(A) ⊂ K, 必為零測度, 故必 Lebesgue 可測, 但若 B ∈ B, 則因 g 為

遞增連續, 是以必有 A = g(B) ∈ B ⊂ M, 顯然不可能. 即 B ∈ M \ B.
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附錄三

定理 C.1

函數 X : Ω → Ω′, 集合 C′ ⊂ P(Ω′). 則 σ(X−1(C′)) = X−1(σ(C′)).

證 1◦ 先證 : σ(X−1(C′)) ⊂ X−1(σ(C′)).

由於 σ(C′) 為包含 C′ 之最小 σ 域, 是以 X−1(σ(C′)) 為 Ω 上一 σ 域, 且因其包含

X−1(C′), 故亦包含 σ(X−1(C′)).

2◦ 次證 : X−1(σ(C′)) ⊂ σ(X−1(C′)). 令

F ′ = {A′ ⊂ Ω′ | X−1(A′) ∈ σ(X−1(C′))},

則

• F ′ 為一 σ 域;

• σ(C′) ⊂ F ′. (因若 A′ ∈ C′, 則 X−1(A′) ∈ X−1(C′) ⊂ X−1(σ(C′)). )

故由 F ′ 之定義知,
X−1(σ(C′)) ⊂ X−1(F ′)

⊂ σ(X−1(C′)).
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附錄四

定理 D.1 (可測性定理 )

設 (Ω, F , P ) 為一機率空間, 函數 X : Ω → R, 則以下二敘述為對等 :

(I) X 為一非負隨機變數;

(II) 存在一非負簡單隨機變數序列 {Xn}n 使得 Xn ↑ X , 意即 :

∀n ∈ N, Xn ≤ Xn+1 且 ∀ω ∈ Ω, lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω).

證 (I) ⇒ (II)

令 ∀n ∈ N, gn : [0,+∞) → [0,+∞) : gn(x) =







[2nx]

2n
, 若 0 ≤ x < n,

n, 若 n ≤ x.
Xn = gn ◦X , 則因 gn ≤ gn+1, ∀n ∈ N, 且

∀ x ∈ [0, n], 0 ≤ x− gn(x) ≤
1

2n
,

知 {Xn}n 為一非負簡單隨機變數序列, 且 Xn ≤ Xn+1, ∀n.
其次, ∀ω ∈ Ω, ∃n0 ∈ N 使得 X(ω) < n0, 當 n ≥ n0,

gn(X(ω)) =
[2nX(ω)]

2n
⇒ 0 ≤ X(ω)− gn(X(ω)) ≤ 1

2n

⇒ 0 ≤ X(ω)−Xn(ω) ≤
1

2n

⇒ lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω).

(II) ⇒ (I)

由於 {Xn}n ↑ X , 知 X = sup
n≥1

Xn, 是以 ∀ a ∈ R,

{X ≤ a} = {sup
n≥1

Xn ≤ a} = {Xn ≤ a, ∀n ∈ N } =
⋂

n≥1

{Xn ≤ a} ∈ F .

由系 2.4 知 X 為一隨機變數.
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附錄五

定理 E.1

設 X 為一非負隨機變數, 若非負簡單隨機變數序列 {Xn}n 及 {Yn}n 均滿足 Xn ↑ X
及 Yn ↑ X ; 則

lim
n→+∞

E[Xn] = lim
n→+∞

E[Yn].

證 1◦ 先證 : 若簡單非負隨機變數 Y ≤ X , 則 EY ≤ lim
n→+∞

EXn. 為此, 只需證明

m = min
ω∈Ω

Y (ω) > 0 之情形.

∀ ǫ ∈ (0, m), 令 An = {Xn > Y − ǫ}, Bn = Ω \ An, 則

lim
n→+∞

An =

+∞⋃

n=1

{Xn > Y − ǫ} = Ω, lim
n→+∞

Bn = ∅.

是以
E[Xn] ≥ E[XIAn

]

≥ E[(Y − ǫ)IAn
]

= E[Y IAn
]− ǫE[IAn

]

= E[Y ]− E[Y IBn
]− ǫP (An), ( ∵ IAn

= 1− IBn
)

≥ E[Y ]−MP (Bn)− ǫ, (M = maxY (Ω) )

先令 n → +∞, 再令 ǫ → 0, 則可證得 lim
n→+∞

E[Xn] ≥ E[Y ].

2◦ 由是
Yn ↑ X ⇒ Yn ≤ X

⇒ E[Yn] ≤ lim
n→+∞

E[Xn], ∀n, ( ∵ 1◦ )

⇒ lim
n→+∞

E[Yn] ≤ lim
n→+∞

E[Xn].

反之, 亦有 lim
n→+∞

E[Xn] ≤ lim
n→+∞

E[Yn].
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附錄六

定理 F.1

若隨機變數 X 具指數分配, 則其具失憶症, 即

P{X > s+ t | X ≥ t} = P{X > s}, ∀ s, t ∈ (0,+∞) (∗)

反之, 若 X 具失憶症, 則 X 必具指數分配.

證 只需證明 : 若 X 具失憶症, 則 X 具指數分配. 令

G(x) = 1− FX(x) = P{X > x},

則

X 具失憶症 ⇒ P{X > s+ t} = P{X > s} · P{X > t}, ∀ s, t > 0, [ ∵ (∗) ]

⇒ G(s+ t) = G(s)G(t), ∀ s, t ≥ 0

⇒ ∃λ > 0 使得 ∀ x ≥ 0, G(x) = e−λx, [†]

⇒ ∀ x ≥ 0, FX(x) = 1− e−λx

⇒ X ∼ G(1, 1
λ
).

[†] 設 G : [0,+∞) → [0, 1] 為右連續且 G(s+ t) = G(s)G(t). 則

• 令 G(1) = a, 則因 a = G(1) = G( 1
n
+ · · ·+ 1

n
) = Gn( 1

n
), 知 G( 1

n
) = a1/n.

• G(m
n
) = G( 1

n
+ · · ·+ 1

n
) = Gm( 1

n
) = am/n.

• 若 x ≥ 0, 取 Q 內一序列 {rk}k ↓ x, 利用右連續性得

G(x) = lim
k→+∞

G(rk) = lim
k→+∞

ark = ax,

令 λ = − ln a, 則因 0 < a < 1 (‡), 是以 λ > 0 且

G(x) = ax = (e−λ)x = e−λx.

(‡) 若 a = 1, 則 G(x) = 1, 是以 FX(x) = 0 非分配函數也. 若 a = 0, 則

∀ x ≥ 0, G(x) = 0, FX(x) = 1, 使 (∗) 式

P{X > s+ t | X > t} = P{X > s}

左端之分母為 0, 無意義.
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附錄七 標準常態分配之累積分配函數表

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224

0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549

0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852

0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133

0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621

1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177

1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441

1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545

1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706

1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857

2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890

2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916

2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936

2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952

2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964

2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974

2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981

2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993

3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995

3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997

3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998

如果手邊有電腦或工程用計算器, 自然可以取代上表.
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漢英名詞索引

二畫

二元常態分配 (bivariate normal distribution)103

二項分配 (binomial distribution)61

卜瓦松分配 (Poisson distribution)64

三畫

大數定律 (law of large numbers)

切比雪夫弱 (Chebyshev’s weak)221

白努利弱 (Bernoulli’s weak)200

波瑞耳強 (Borel’s Strong)221

肯親弱 (Khintchine’s weak)222

柯摩哥洛夫強 (Kolmogorov’s strong)223

四畫

不相關 (uncorrelated)150

不等式 (inequality)

切比雪夫 (Chebyshev)142

柯西史瓦茲 (Cauchy-Schwarz)145

馬可夫 (Markov)142

基本 (basic)141

中央極限定理 (central limit theorem)217

林德柏列威 (Lindeberg-Lévy)217

中位數 (median)95

公式 (formula)

貝士 (Bayes)36

比安美 (Bienaymé)184

富里葉反演 (Fourier inversion)166

分配 (distribution)

二元常態 (bivariate normal)103

二項 (binomial)61

卜瓦松 (Poisson)64

卡方 (χ2)72

多項 (multinomial)102

伽瑪 (gamma)71

均勻 (uniform)75

貝他 (beta)75

奇異 (singular)79

拉卜拉斯 (Laplace)78

柯西 (Cauchy)76

負二項 (negative binomial)68

負指數 (negative exponential)73

常態 (normal)70

幾何 (geometric)70

超幾何 (hypergeometric)66

對數常態 (lognormal)78

標準常態 (standard normal)70

分配函數 (distribution function)53,105

累積 (cumulative)53

機率 (probability)48

聯合 (joint)105

切比雪夫不等式 (Chebyshev inequality)142

匹配問題 (matching problem)28

反演公式 (inversion formula)

列威 (Lévy)165

富里葉 (Fourier)166

比安美公式 (Bienaymé formula)184

五畫

加法性定理 (addition theorems)193

卡方分配 (χ2 distribution)72

可測 (measurable)46

可積 (integrable)129

失憶症 (lack of memory property)74

正相關 (positively correlated)150

六畫

列威反演公式 (Lévy inversion formula)165

多項分配 (multinomial distribution)102

收斂 (convergence)208

Lr (in Lr)208

分配 (in distribution)208

平均 (in mean)208

均方 (in quadratic mean)208

殆必 (a.s.)208

機率 (in probability)208

有限期望值 (finite expectation)129

七畫

伽瑪分配 (gamma distribution)71

均勻分配 (uniform distribution)75

貝士公式 (Bayes formula)36

貝他分配 (beta distribution)75

八畫

事件 (event)23

相依 (dependent)38

基本 (elementary)23

獨立 (independent)38

協方差 (covariance)146

奇異分配 (singular distribution)79

定理 (theorem)

卜瓦松 (Poisson)206

全 (total)35
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定理 (theorem)

列威連續性 (Lévy’s continuity)216

拉卜拉斯 (Laplace)203

乘法 (multiplication)33

勒貝格受制收斂 (Lebesgue dominated

convergence)136

唯一性 (uniqueness) 166

單調收斂 (monotone convergence)136

棣美拂拉卜拉斯 (de Moivre-Laplace theorem)202

拉卜拉斯分配 (Laplace distribution)78

波利亞引理 (Polya’s lemma)216

空間 (space)

子可測 (measurable sub-)20

可測 (measurable)20

機率 (probability)23

九畫

柯西分配 (Cauchy distribution)76

柯西史瓦茲不等式 (Cauchy-Schwarz inequality)145

柏特郎詭論 (Bertrand’s paradox)15

殆必相等 (almost surely equal)48

相對頻率 (relative frequency)10

相關係數 (correlation coefficient)146

負二項分配 (negative binomial distribution)68

負指數分配 (negative exponential distribution)73

負相關 (negatively correlated)150

十畫

特徵函數 (characteristic function)163

退化的 (degenerate)144

迴歸曲線 (regression curve)157

馬可夫不等式 (Markov inequality)142

十一畫

勒貝格受制收斂定理 (Lebesgue dominated

convergence theorem)136

動差 (moment)132

中央 (central)132

絕對 (absolute)132

絕對中央 (absolute central)132

動差生成函數 (moment-generating function)171

階乘 (factorial)171

唯一性定理 (uniqueness theorem)174

域 field)14

波瑞耳 (Borel)20

σ (σ-)16

產生 (σ-field generated)19

基本不等式 (basic inequality)141

密度函數 (p.d.f.)59

條件 (conditional)111

聯合 (joint)105

邊際 (marginal)109

常態分配 (normal distribution)70

捲積 (convolution)123

條件 (conditional)

密度函數 (p.d.f.)111

條件期望值 (conditional expectation)150

條件變異數 (conditional variance)150

連續性校正 (continuity correction)220

連續型 (continuous type)56,100

十二畫

單調收斂定理 (monotone convergence theorem)136

幾何分配 (geometric distribution)70

期望值 (expected value)129

絕對連續型 (absolutely continuous type)56,100

超幾何分配 (hypergeometric distribution)66

階乘動差生成函數 (factorial moment generation

function)171

十三畫

極限 (limit)

下 (lower)21

上 (upper)21

集合 (set)21

試驗 (experiment)8

命定 (deterministic)8

隨機 (random)8

十四畫

對稱差 (symmetric difference)43

對數常態分配 (lognormal distribution)78

十五畫

數學期望值 (mathematical expectation)129

樣本空間 (sample space)9

標準化 (standardized)86

標準差 (standard deviation)132

標準常態分配 (standard normal distribution)70

複數值隨機變數 (complex-valued random

variable)160

十六畫

機率 (probability)23

分配函數 (distribution function)48

事前 (a priori)12,36

事後 (a posteriori)36
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機率 (probability)

條件 (conditional)35

連續性 (continuity)30

機率密度函數 (probability density function)56,100

條件 (conditional)33

機率測度 (probability measure)23

獨立 (independent)38

事件 (event)38

隨機 (stochastically)38

隨機變數 (random variables)179

隨機向量 (random vector)97

變換 (transformation)83,115

隨機變數 (random variable)46

正部分 (positive part)50

負部分 (negative part)50

隨機變數 (random variable)

奇異型 (singular type)79

連續型 (continuous type)56,100

絕對連續型 (absolutely continuous type)56,100

簡單 (simple)50

離散型 (discrete type)56,100

變換 (transformation)83

十七畫以上

聯合分配函數 (joint distribution function)105

聯合密度函數 (joint p.d.f.)105

離散型 (discrete type)56,100

邊際密度函數 (marginal p.d.f.)109

變異數 (variance)132
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英漢名詞索引

χ2 distribution(卡方分配)72

absolutely continuous type(絕對連續型)56,100

addition theorems(加法性定理)193

almost surely equal(殆必相等)48

basic inequality(基本不等式)141

Bayes formula(貝士公式)36

Bertrand’s paradox(柏特郎詭論)15

beta distribution(貝他分配)75

Bienaymé formula(比安美公式)182

binomial distribution(二項分配)61

bivariate normal distribution(二元常態分配)103

Cauchy distribution(柯西分配)76

Cauchy-Schwarz inequality(柯西史瓦茲

不等式)145

Central limit theorem(中央極限定理)217

Lindeberg-Lévy(林德柏列威)217

characteristic function(特徵函數)163

Chebyshev inequality(切比雪夫不等式)142

complex-valued random variable(複數值隨機

變數)160

conditional(條件)

p.d.f.(密度函數)111

conditional expectation(條件期望值)150

conditional variance(條件變異數)150

continuity correction(連續性校正)220

continuous type(連續型)56,100

convergence(收斂)208

a.s.(殆必)208

in Lr(Lr)208

in distribution(分配)208

in mean(平均)208

in probability(機率)208

in quadratic mean(均方)208

convolution(捲積)123

correlation coefficient(相關係數)152

covariance(協方差)146

degenerate(退化的)144

discrete type(離散型)56,100

distribution(分配)

χ2(卡方)72

beta(貝他)75

binomial(二項)61

bivariate normal(二元常態)103

Cauchy(柯西)76

gamma(伽瑪)71

distribution(分配)

geometric(幾何)70

hypergeometric(超幾何)66

joint(聯合)105

Laplace(拉卜拉斯)78

lognormal(對數常態)78

multinomial(多項)102

negative binomial(負二項)68

negative exponential(負指數)73

normal(常態)70

Poisson(卜瓦松)64

singular(奇異)79

standard normal(標準常態)70

uniform(均勻)75

distribution function(分配函數)53

cumulative(累積)53

probability(機率)48

event(事件)23

dependent(相依)38

elementary(基本)23

independent(獨立)38

expected value(期望值)129

experiment(試驗)8

deterministic(命定)8

random(隨機)8

factorial moment generation function(階乘動差

生成函數)171

field(域)14

σ-(σ)16

σ-field generated(產生)19

Borel(波瑞耳)20

finite expectation(有限期望值)129

formula(公式)

Bayes(貝士)36

Bienaymé(比安美)185

Fourier inversion(富里葉反演)166

gamma distribution(伽瑪分配)71

geometric distribution(幾何分配)70

hypergeometric distribution(超幾何分配)66

independent(獨立)38

event(事件)38

random variables(隨機變數)179

stochastically(隨機)38

inequality(不等式)

basic(基本)141
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inequality(不等式)

Cauchy-Schwarz(柯西史瓦茲)142

Chebyshev(切比雪夫)142

Markov(馬可夫)142

integrable(可積)129

inversion formula(反演公式)

Fourier(富里葉)166

Lévy(列威)165

joint distribution function(聯合分配函數)102

joint p.d.f.(聯合密度函數)105

Lévy inversion formula(列威反演公式)165

lack of memory property(失憶症)74

Laplace distribution(拉卜拉斯分配)78

law of large numbers(大數定律)

Bernoulli’s weak(白努利弱)200

Borel’s Strong(波瑞耳強)221

Chebyshev’s weak(切比雪夫弱)221

Khintchine’s weak(肯親弱)222

Kolmogorov’s strong(柯摩哥洛夫強)223

Lebesgue dominated convergence theorem(勒貝格

受制收斂定理)136

limit(極限)

lower(下)21

set(集合)21

upper(上)21

lognormal distribution(對數常態分配)78

marginal p.d.f.(邊際密度函數)109

Markov inequality(馬可夫不等式)142

matching problem(匹配問題)28

mathematical expectation(數學期望值)129

measurable(可測)46

median(中位數)95

moment(動差)132

absolute(絕對)132

absolute central(絕對中央)132

central(中央)132

moment-generating function(動差生成函數)171

factorial(階乘)171

monotone convergence theorem(單調收斂定理)136

multinomial distribution(多項分配)102

negative binomial distribution(負二項分配)68

negative exponential distribution(負指數分配)73

negatively correlated(負相關)150

normal distribution(常態分配)70

p.d.f.(密度函數)56

conditional(條件)111

joint(聯合)105

marginal(邊際)109

Poisson distribution(卜瓦松分配)64

Polya’s lemma(波利亞引理)211

positively correlated(正相關)150

probability(機率)23

a posteriori(事後)36

a priori(事前)12,36

conditional(條件)33

continuity(連續性)30

distribution function(分配函數)48

probability density function(機率密度函數)56,100

probability measure(機率測度)23

conditional(條件)30

random(隨機)8

transformation(變換)83

random variable(隨機變數)46

absolutely continuous type(絕對連續型)56,100

continuous type(連續型)56,100

discrete type(離散型)56,100

negative part(負部分)50

positive part(正部分)50

simple(簡單)50

random vector(隨機向量)97

transformation(變換)83,115

regression curve(迴歸曲線)150

relative frequency(相對頻率)12

sample space(樣本空間)9

singular distribution(奇異分配)79

space(空間)

measurable(可測)20

measurable sub-(子可測)20

probability(機率)23

standard deviation(標準差)132

standard normal distribution(標準常態分配)70

standardized(標準化)86

symmetric difference(對稱差)43

theorem(定理)

de Moivre-Laplace(棣美拂拉卜拉斯)202

Lévy’s continuity(列威連續性)216

Laplace(拉卜拉斯)203

Lebesgue dominated convergence(勒貝格

受制收斂)136

monotone convergence(單調收斂)136

multiplication(乘法)33

Poisson(卜瓦松)206

total(全)35

uncorrelated(不相關)150

uniform distribution(均勻分配)75

uniqueness theorem(唯一性定理)174

variance(變異數)132
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